
Óýí�ïìç ÅéóáãùãÞ ó�ç Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áòÓ�Üèçò ÆÜ÷ïò, ¢ñçò �áãïõñ�æÞò, and ÄçìÞ�ñçò Öù�ÜêçòÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÅèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïEmail: zahos�s.ntua.gr, pagour�s.ntua.gr, fotakis�s.ntua.gr1 ÅéóáãùãÞ � Éó�ïñéêÞ ÁíáäñïìÞÇ èåùñç�éêÞ èåìåëßùóç �ïõ õðïëïãéóìïý Ý÷åé �éò ñßæåò �çò ó�çí ìáèçìá�éêÞ ëïãéêÞ. Ç Óõë-ëïãéó�éêÞ �ïõ Áñéó�ï�Ýëç áðï�Ýëåóå �çí ðñþ�ç ðñïóðÜèåéá èåìåëßùóçò �çò ëïãéêÞò êáé �ùíìáèçìá�éêþí. �ïëëïýò áéþíåò áñãü�åñá, ï Leibni(t)z ðñü�åéíå �ï åîÞò ðñüãñáììá:1. Íá äçìéïõñãçèåß ìéá �õðéêÞ ãëþóóá (formal language), ìå �çí ïðïßá íá ìðïñïýìå íá ðåñé-ãñÜøïõìå üëåò �éò ìáèçìá�éêÝò Ýííïéåò êáé ðñï�Üóåéò.2. Íá äçìéïõñãçèåß ìéá ìáèçìá�éêÞ èåùñßá (äçë. Ýíá óýíïëï áðü áîéþìá�á êáé óõìðåñáóìá-�éêïýò êáíüíåò óõíåðáãùãÞò), ìå �çí ïðïßá íá ìðïñïýìå íá áðïäåéêíýïõìå üëåò �éò ïñèÝòìáèçìá�éêÝò ðñï�Üóåéò.3. Íá áðïäåé÷èåß ü�é áõ�Þ ç èåùñßá åßíáé óõíåðÞò, (äçë. ü�é ç ðñü�áóç ``A êáé ü÷é A'' (A^:A)äåí åßíáé äõíá�üí íá áðïäåé÷èåß ó' áõ�Þ �ç èåùñßá).Ç ðñáãìÜ�ùóç áõ�ïý �ïõ ðñïãñÜììá�ïò Üñ÷éóå ðïëý áñãü�åñá, ðñïò �ï �Ýëïò �ïõ 19ïõáéþíá. �ïëëïß åðéó�Þìïíåò áó÷ïëÞèçêáí ìå �ïí ïñéóìü �çò åíéáßáò ãëþóóáò �çò ìáèçìá�éêÞò (ÞóõìâïëéêÞò) ëïãéêÞò (Boole, Frege, ê.á). ¢ëëïé áó÷ïëÞèçêáí ìå �ïí ïñéóìü �çò åíéáßáò èåùñßáò�ùí óõíüëùí (Cantor, ê.á.) êáé Üëëïé ìå �çí ðáñáãùãÞ üëùí �ùí áëçèþí ìáèçìá�éêþí ðñï�Üóåùíìå ÷ñÞóç �çò Óõíïëïèåùñßáò (Frege, Russel, Whitehead, ê.á.).Ó�çí áñ÷Þ �ïõ 20ïõ áéþíá, ï Hilbert Ýèåóå ùò ó�ü÷ï �çí åýñåóç áëãüñéèìïõ ðïõ íá áðïêñß-íå�áé ãéá �çí ïñèü�ç�á êÜèå ìáèçìá�éêÞò ðñü�áóçò. Ôï 1931, ï Godel áðÝäåéîå �ï Èåþñçìá Ìç�ëçñü�ç�áò, óõíÝðåéåò �ïõ ïðïßïõ åßíáé ü�é:� Åßíáé áäýíá�ïí íá áðïäåé÷èåß ç óõíÝðåéá �çò Óõíïëïèåùñßáò.� ÏðïéáäÞðï�å áîéùìá�éêÞ èåùñßá �ùíÌáèçìá�éêþí, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí �çí Áñéè-ìïèåùñßá, èá ðåñéëáìâÜíåé êáé ðñï�Üóåéò, ðïõ ç áëÞèåéÜ �ïõò äåí åßíáé áðïäåßîéìç.Ôï Èåþñçìá Ìç �ëçñü�ç�áò �ïõ Godel Þ�áí ç áé�ßá ìéáò óçìáí�éêÞò êñßóçò ó�á êëáóéêÜìáèçìá�éêÜ, ìá óõã÷ñüíùò êáé ç áðáñ÷Þ �ùí ìïí�Ýñíùí äõíáìéêþí ìáèçìá�éêþí. Ôï êåí�ñéêüåñþ�çìá äåí åßíáé ðéá áðëÜ áí ìéá ðñü�áóç åßíáé áëçèÞò Þ øåõäÞò, áëëÜ áí åßíáé ``õðïëïãéó�Þ(omputable) Þ ü÷é''. Áõ�ü áêñéâþò åßíáé êáé �ï áí�éêåßìåíï �çò Èåùñßáò �çò Õðïëïãéó�ü�ç�áò(Computability Theory Þ Theory of Computation). Ôï åðüìåíï âÞìá, äçëáäÞ ``äåäïìÝíçò ìéáòõðïëïãéó�Þò óõíÜñ�çóçò f 1, ðïéá åßíáé ç ðïóü�ç�á õðïëïãéó�éêþí ðüñùí ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé ãéá �ïíõðïëïãéóìü �çò;'' áðï�åëåß �ï âáóéêü åñþ�çìá �çò Èåùñßáò �çò Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò(Computational Complexity Theory).1 Óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåß�áé êáé ï üñïò õðïëïãßóéìïò áí�ß �ïõ üñïõ õðïëïãéó�üò.



ÏñãÜíùóç. Ôï êåöÜëáéï áõ�ü áðï�åëåß�áé áðü �ñßá ìÝñç. Ôï ðñþ�ï ìÝñïò áöïñÜ ó�éò âáóéêÝòÝííïéåò �çò Èåùñßáò Õðïëïãéó�ü�ç�áò (âë. ð.÷. [5,12,16,22,25℄). Áöïý ïñßóïõìå �çí Ýííïéá �ïõ(õðïëïãéó�éêïý) ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò êáé áí�éó�ïé÷ßóïõìå êÜèå �Ý�ïéï ðñüâëçìá óå ìßá �õðéêÞãëþóóá (Åíü�ç�á 2), èá ïñßóïõìå �ï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï �ùí ìç÷áíþí Turing (Åíü�ç�á 3) êáé�ç ìç í�å�åñìéíéó�éêÞ åêäï÷Þ �ïõò (Åíü�ç�á 5). Ìå âÜóç �ï õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï �çò ìç÷áíÞòTuring, èá ïñßóïõìå �çí Ýííïéá �ïõ õðïëïãéó�ïý ðñïâëÞìá�ïò (Åíü�ç�á 4), êáé èá äþóïõìå ÝíáðáñÜäåéãìá ìç õðïëïãéó�ïý ðñïâëÞìá�ïò (Åíü�ç�á 4.1). Ôï äåý�åñï ìÝñïò áöïñÜ ó�éò âáóéêÝòÝííïéåò �çò Èåùñßáò Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò (âë. ð.÷. [2,5,8,17,25℄). Åéäéêü�åñá, èá ìéëÞ-óïõìå ãéá í�å�åñìéíéó�éêÞ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, ìå Ýìöáóç ó�çí êëÜóç P (Åíü�ç�á 7.1), êáéìç í�å�åñìéíéó�éêÞ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, ìå Ýìöáóç ó�çí êëÜóç NP (Åíü�ç�á 7.2), êáé ãéá�éò èåìåëéþäåéò Ýííïéåò �çò áíáãùãÞò êáé �çò ðëçñü�ç�áò (Åíü�ç�á 8), ìå Ýìöáóç ó�çí ðïëõù-íõìéêÞ áíáãùãÞ êáé ó�çí ðëçñü�ç�á ãéá �çí êëÜóç NP (Åíü�ç�á 9). Ôï �ñß�ï ìÝñïò áöïñÜó�ïí ïñéóìü Üëëùí óçìáí�éêþí êëÜóåùí õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Èá ðáñïõóéÜóïõìå �éòâáóéêÝò êëÜóåéò ÷ùñéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò (Åíü�ç�á 10.1), äýï êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò óõíáñ�Þ-óåùí (Åíü�ç�á 10.2), �çí Ýííïéá �ùí óõìðëçñùìá�éêþí êëÜóåùí ðïëõðëïêü�ç�áò (Åíü�ç�á 10.3),�éò âáóéêÝò êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò ðéèáíï�éêþí áëãïñßèìùí (Åíü�ç�á 10.4), êáé �çí Ýííïéá �ùíäéáëïãéêþí óõó�çìÜ�ùí áðüäåéîçò êáé �çí êëÜóç IP (Åíü�ç�á 10.6). Áêüìç èá åéóáãÜãïõìå �çíéäéáß�åñá ÷ñÞóéìç (äéáóèç�éêÜ êáé ðñáê�éêÜ) Ýííïéá �ùí ðëåéïøçöéêþí ðïóïäåéê�þí, ìå �ç âïÞ-èåéá �ùí ïðïßùí èá êùäéêïðïéÞóïõìå �ïõò ïñéóìïýò �ùí êëÜóåùí ðïëõðëïêü�ç�áò ðéèáíï�éêþíáëãïñßèìùí (Åíü�ç�á 10.5).2 Õðïëïãéó�éêÜ �ñïâëÞìá�á êáé ÔõðéêÝò �ëþóóåò�éá �ç Èåùñßá Õðïëïãéó�ü�ç�áò êáé �ç Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò, �á (õðïëïãé-ó�éêÜ) ðñïâëÞìá�á åßíáé (ìáèçìá�éêÝò) ïí�ü�ç�åò ðïõ êáè' åáõ�Ýò ÷ñÞæïõí ìåëÝ�çò ùò ðñïò �áõðïëïãéó�éêÜ ÷áñáê�çñéó�éêÜ �ïõò.¸íá õðïëïãéó�éêü ðñüâëçìá � óõó÷å�ßæåé êÜèå Ýãêõñï ó�éãìéü�õðï ìå �éò ëýóåéò �ïõ. �éáðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå �ï ðñüâëçìá Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý (Shortest Path Problem)ìå�áîý åíüò äåäïìÝíïõ æåýãïõò êïñõöþí óå Ýíá ãñÜöçìá. ¸íá ó�éãìéü�õðï áðï�åëåß�áé áðüÝíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå ìÞêç (Þ âÜñç) ó�éò áêìÝò G(V;E;w), êáé äýï êïñõöÝò s; t 2 V .ÊÜèå �Ý�ïéá �ñéÜäá (G(V;E;w); s; t) áðï�åëåß Ýíá Ýãêõñï ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. ÊÜèåóõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �çí s ó�çí t áðï�åëåß ìßá ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Ùò ëýóç èåùñåß�áéêáé �ï êåíü ìïíïðÜ�é, ü�áí ç t äåí åßíáé ðñïóðåëÜóéìç áðü �çí s. ÅðåéäÞ Ýíá óõí�ïìü�åñï s� tìïíïðÜ�é äåí åßíáé áíáãêáó�éêÜ ìïíáäéêü, Ýíá ó�éãìéü�õðï ìðïñåß íá Ý÷åé ðåñéóóü�åñåò áðü ìßáëýóåéò.�ñïâëÞìá�á Âåë�éó�ïðïßçóçò. Ôï ðñüâëçìá Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý ìå�áîý åíüò æåýãïõò êï-ñõöþí áðï�åëåß Ýíá �õðéêü ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò âåë�éó�ïðïßçóçò (optimization problem).Óå Ýíá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò æç�Üìå ëýóç ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß (Þ ìåãéó�ïðïéåß) êÜðïéá áí�é-êåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç. Åéäéêü�åñá, ãéá êÜèå ó�éãìéü�õðï x, õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï åöéê�þí (feasible)ëýóåùí F (x). Óå êÜèå ëýóç s 2 F (x), áí�éó�ïé÷åß, ìÝóù ìéáò áí�éêåéìåíéêÞò óõíÜñ�çóçò , Ýíáòèå�éêüò áêÝñáéïò (s). Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ï õðïëïãéóìüò ìéáò âÝë�éó�çò ëýóçò (optimal solution)s 2 F (x), ãéá �çí ïðïßá �ï (s) åßíáé åëÜ÷éó�ï, áí ðñüêåé�áé ãéá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò, ÞìÝãéó�ï, áí ðñüêåé�áé ãéá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò.Ó�ï ðñüâëçìá Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý ìå�áîý åíüò æåýãïõò êïñõöþí, ãéá êÜèå ó�éãìéü-�õðï (G(V;E;w); s; t), �ï óýíïëï �ùí s� t ìïíïðá�éþí áðï�åëåß �ï óýíïëï �ùí åöéê�þí ëýóåùí.2



Ç áí�éêåéìåíéêÞ óõíÜñ�çóç áí�éó�ïé÷ßæåé óå êÜèå s� t ìïíïðÜ�é �ï óõíïëéêü ìÞêïò �ïõ. ÂÝë�éó�çëýóç åßíáé êÜèå s� t ìïíïðÜ�é ìå åëÜ÷éó�ï óõíïëéêü ìÞêïò.¸íá Üëëï �õðéêü ðáñÜäåéãìá ðñïâëÞìá�ïò âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé �ï ðñüâëçìá �ïõ �ëáíüäéïõ�ùëç�Þ (Traveling Salesperson Problem, TSP). Óå áõ�ü, äßíå�áé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ðüëåùíC = f1; : : : ; ng, êáé áðüó�áóåéò (Þ ìÞêç) d(i; j) 2 IN, ãéá êÜèå æåýãïò ðüëåùí i; j . Ôïæç�ïýìåíï åßíáé ìéá ðåñéïäåßá, ðïõ ðåñíÜ ìéá öïñÜ áðü êÜèå ðüëç êáé åðéó�ñÝöåé ó�çí áñ÷éêÞ,åëÜ÷éó�ïõ óõíïëéêïý ìÞêïõò (êüó�ïõò). ÈÝëïõìå äçëáäÞ íá õðïëïãßóïõìå ìéá ìå�Üèåóç � �ïõC ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ï Üèñïéóìá:n�1Xi=1 d(�(i); �(i+1)) + d(�(n); �(1))�ñïâëÞìá�á Áðüöáóçò. ¸íáò Üëëïò �ñüðïò íá äéá�õðùèåß �ï ðñüâëçìá Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíï-ðá�éïý åßíáé íá èåùñÞóïõìå Ýíá Üíù öñÜãìá B � 0, êáé íá åîå�Üóïõìå áí õðÜñ÷åé s � tìïíïðÜ�é ìå ìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ B. Óå áõ�Þ �ç äéá�ýðùóç, Ýíá ó�éãìéü�õðï åßíáé ìéá �å-�ñÜäá (G(V;E;w); s; t; B), êáé ïé äõíá�Ýò ëýóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò åßíáé äýï: ÍÁÉ êáé Ï×É. ÊÜèåðñüâëçìá ìå óýíïëï ëýóåùí fÍÁÉ;Ï×Ég ïíïìÜæå�áé ðñüâëçìá áðüöáóçò (deision problem).Ìå ðáñüìïéï �ñüðï ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå �ï ðñüâëçìá �ïõ �ëáíüäéïõ �ùëç�Þ, áëëÜêáé êÜèå Üëëï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò, ùò ðñüâëçìá áðüöáóçò. Åéäéêü�åñá, èåùñïýìå ÝíáöñÜãìá B, êáé åîå�Üæïõìå áí ``õðÜñ÷åé åöéê�Þ ëýóç ìå êüó�ïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ B;'' ðñï-êåéìÝíïõ ãéá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò, êáé áí ``õðÜñ÷åé åöéê�Þ ëýóç ìå êÝñäïò ìåãáëý�åñï Þßóï �ïõ B;'' ðñïêåéìÝíïõ ãéá ðñüâëçìá ìåãéó�ïðïßçóçò. Áí Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò ìðïñåß íáëõèåß áðïäï�éêÜ (ð.÷. óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï), �ü�å êáé �ï áí�ßó�ïé÷ï ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçòìðïñåß íá ëõèåß áðïäï�éêÜ (ð.÷. óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï), êáé áí�ßó�ñïöá.Äýï Üëëá �õðéêÜ ðáñáäåßãìá�á ðñïâëçìÜ�ùí áðüöáóçò áöïñïýí ó�çí ýðáñîç êýêëïõ Hamil-ton (Hamilton Cyle Problem) óå Ýíá ãñÜöçìá, êáé ó�çí Éêáíïðïéçóéìü�ç�á ìéáò ëïãéêÞò ðñü-�áóçò (Satisfiability Problem, SAT) óå Óõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ (Conjuntive Normal Form,CNF).�ñïâëÞìá�á Áðüöáóçò êáé ÔõðéêÝò �ëþóóåò. Ó�ç Èåùñßá Õðïëïãéó�ü�ç�áò êáé �ç Èåùñßá Õðï-ëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò, åó�éÜæïõìå ó�ç ìåëÝ�ç ðñïâëçìÜ�ùí áðüöáóçò. ¸íáò áðü �ïõò ëü-ãïõò åßíáé ü�é �á ðñïâëÞìá�á áõ�Ü Ý÷ïõí Üìåóç ó÷Ýóç ìå �éò �õðéêÝò ãëþóóåò.�éá íá ëõèåß êÜðïéï ðñüâëçìá, ðñÝðåé �á ó�éãìéü�õðá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò íá áíáðáñáó�áèïýíìå �ñüðï áí�éëçð�ü áðü �ïí õðïëïãéó�Þ. �éá �ï óêïðü áõ�ü, ÷ñçóéìïðïéïýìå ìßá êùäéêïðïßçóç(enoding) e ðïõ áí�éó�ïé÷ßæåé êÜèå ó�éãìéü�õðï x �ïõ ðñïâëÞìá�ïò óå ìéá ìïíáäéêÞ óõìâï-ëïóåéñÜ e(x) åíüò áëöÜâç�ïõ � ìå �ïõëÜ÷éó�ïí äýï óýìâïëá2. Ôï ìÞêïò �ïõ e(x) ïíïìÜæå�áéìÝãåèïò �ïõ ó�éãìéü�õðïõ x. Ìéá (�õðéêÞ) ãëþóóá L ðïõ ïñßæå�áé óå Ýíá áëöÜâç�ï � åßíáé Ýíáõðïóýíïëï �ïõ ��, äçëáäÞ �ïõ óõíüëïõ üëùí �ùí ðåðåñáóìÝíùí óõìâïëïóåéñþí (strings) �ïõ �óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé �çò êåíÞò óõìâïëïóåéñÜò.Ôï éóïäýíáìï åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò � åßíáé ç ãëþóóá L(�; e) � ��. Åéäéêü�åñá,äåäïìÝíïõ åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò� êáé ìéáò êùäéêïðïßçóçò e ãéá �á ó�éãìéü�õðá �ïõ� , çãëþóóá L(�; e) åßíáé �ï óýíïëï �ùí óõìâïëïóåéñþí e(x) 2 ��, üðïõ x åßíáé Ýíá ó�éãìéü�õðï �ïõ� ìå áðÜí�çóç ÍÁÉ. Ó�ï åîÞò, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïõò üñïõò ðñüâëçìá áðüöáóçò êáé ãëþóóáùò �áõ�üóçìïõò.2 Èåùñïýìå ðÜí�á åýëïãåò êùäéêïðïéÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí �á óýìâïëá �ïõ � ìå áðïäï�éêü �ñüðï ãéá íá êùäé-êïðïéÞóïõí �á ó�éãìéü�õðá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (ð.÷. êÜèå áñéèìüò x êùäéêïðïéåß�áé ìå dlogj�j xe øçößá, �ï e(x) äåíðåñéÝ÷åé ðëåïíáóìü Þ Ü÷ñçó�ç ðëçñïöïñßá, êïê.). 3



3 Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò TuringÙò õðïëïãéó�éêü ìïí�Ýëï, õéïèå�ïýìå �çí í�å�åñìéíéó�éêÞ ìç÷áíÞ Turing (Turing Mahine, TM).Áò èåùñÞóïõìå ìéá ðåðåñáóìÝíç ìç÷áíéêÞ óõóêåõÞ ìå ìéá �áéíßá ðïõ åê�åßíå�áé (äõíç�éêÜ)ó�ï Üðåéñï êáé ðñïò �éò äýï êá�åõèýíóåéò3, êáé õðïäéáéñåß�áé óå êý��áñá, ðïõ �ï êáèÝíá åß�åðåñéÝ÷åé êÜðïéï óýìâïëï åíüò áëöÜâç�ïõ åéóüäïõ � åß�å åßíáé êåíü (áò �ï óõìâïëßóïõìå ìå xy).ÄçëáäÞ �ï áëöÜâç�ï �çò �áéíßáò åßíáé �ï � = �[fxyg. Óå êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ ç êåöáëÞ �çò TMâñßóêå�áé óå Ýíá êý��áñï, �ï ëåãüìåíï �ñÝ÷ïí êý��áñï. Ïé âáóéêÝò ëåé�ïõñãßåò ìéáò TM åßíáé:� ÄéÜâáóå �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ �ñÝ÷ïí�ïò êõ��Üñïõ.� �ñÜøå êÜðïéï óýìâïëï �ïõ � Þ xy ó�ï �ñÝ÷ïí êý��áñï.� Äéá�Þñçóå �ï �ñÝ÷ïí êý��áñï (óõìâïëßæå�áé ìå S) Þ êÜíå �ñÝ÷ïí �ï áìÝóùò áñéó�åñü�åñï(óõìâïëßæå�áé ìå L) Þ �ï áìÝóùò äåîéü�åñï (óõìâïëßæå�áé ìå R) êý��áñï.Ìéá TM Ý÷åé Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü êá�áó�Üóåùí: Q = fq0; q1; : : :g. ÊÜðïéá áðü áõ�Ýò�éò êá�áó�Üóåéò, óõíÞèùò ç q0, èåùñåß�áé áñ÷éêÞ, êáé êÜðïéåò êá�áó�Üóåéò èåùñïýí�áé �åëéêÝò.Ï õðïëïãéóìüò ìéáò TM îåêéíÜåé áðü �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç êáé ïëïêëçñþíå�áé ü�áí ç ìç÷áíÞö�Üóåé óå êÜðïéá áðü �éò �åëéêÝò êá�áó�Üóåéò. Ç åîÝëéîç �ïõ õðïëïãéóìïý ðñïóäéïñßæå�áé áðü �çóõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò (transition funtion) Æ, ç ïðïßá ìå âÜóç �çí ðáñïýóá êá�Üó�áóç êáé �ï ðå-ñéå÷üìåíï �ïõ �ñÝ÷ïí�ïò êõ��Üñïõ, êáèïñßæåé �çí åðüìåíç êá�Üó�áóç êáé �éò âáóéêÝò ëåé�ïõñãßåòðïõ åê�åëïýí�áé. ÔõðéêÜ:Ïñéóìüò 1 (Í�å�åñìéíéó�éêÞ Ìç÷áíÞ Turing). Ìßá í�å�åñìéíéó�éêÞ ìç÷áíÞ Turing M åßíáé ìßáäéá�å�áãìÝíç ðåí�Üäá M = (Q;�; Æ; q0; F ) üðïõ:� Q åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êá�áó�Üóåùí.� � åßíáé �ï áëöÜâç�ï åéóüäïõ. Ôï áëöÜâç�ï �áéíßáò åßíáé � = � [ fxyg.� q0 2 Q åßíáé ç áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç.� F � Q åßíáé �ï óýíïëï �ùí �åëéêþí êá�áó�Üóåùí.� Æ : (Q n F )� � 7! Q� � � fS;L;Rg åßíáé ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò.Ìßá TM M îåêéíÜåé �ïí õðïëïãéóìü áðü �çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç q0. Ç �áéíßá ðåñéÝ÷åé ìüíïêåíÜ êáé �çí óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x 2 ��, êáé �ï �ñÝ÷ïí êý��áñï åßíáé �ï ðñþ�ï (áñéó�åñü�åñï)óýìâïëï �çò x. Ï õðïëïãéóìüò �çòM ó�áìá�Üåé ìüíï ü�áí ç �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç åßíáé ìßá áðü�éò �åëéêÝò êá�áó�Üóåéò �ïõ F . ÕðÜñ÷ïõí �ñåéò ÷áñáê�çñéó�éêÝò �åëéêÝò êá�áó�Üóåéò: ç YESðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí áðïäï÷Þ �çò åéóüäïõ, ç NO ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çí áðüññéøç �çò åéóüäïõ,êáé ç HALT ðïõ äçëþíåé �çí ïëïêëÞñùóç �ïõ õðïëïãéóìïý. ¼�áí ç TM åðåîåñãÜæå�áé Ýíáðñüâëçìá áðüöáóçò, óõíÞèùò èåùñïýìå ü�é F = fYES;NOg. ¼�áí ç ìç÷áíÞ Turing õðïëïãßæåéìéá óõíÜñ�çóç, óõíÞèùò èåùñïýìå ü�é F = fHALTg.Áöïý �á õðïëïãéó�éêÜ âÞìá�á ìéáò TM M ïñßæïí�áé ìïíïóÞìáí�á áðü �ç óõíÜñ�çóç ìå�Ü-âáóçò, ï õðïëïãéóìüò êáé �åëéêÜ ç áðÜí�çóç / Ýîïäïò �çò M ðñïóäéïñßæå�áé ìïíïóÞìáí�á (Þí�å�åñìéíéó�éêÜ ) áðü �ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò êáé �çí åßóïäï x. Áí ç �åëéêÞ êá�Üó�áóç �çò Mìå åßóïäï x åßíáé YES, ãñÜöïõìå M(x) = YES êáé ëÝìå ü�é ç M áðïäÝ÷å�áé �ï x. Áí ç �åëéêÞêá�Üó�áóç åßíáé NO, ãñÜöïõìåM(x) = NO êáé ëÝìå ü�é çM áðïññßð�åé �ï x. Áí ç �åëéêÞ êá�Ü-ó�áóç åßíáé HALT, èåùñïýìå ü�é �ï áðï�Ýëåóìá �ïõ õðïëïãéóìïý Ý÷åé êá�áãñáöåß ó�çí �áéíßáùò ìéá óõìâïëïóåéñÜ y 2 �� ðïõ áñ÷ßæåé áðü �ï �ñÝ÷ïí êý��áñï êáé ïñéïèå�åß�áé áðü êåíÜóýìâïëá äåîéÜ êáé áñéó�åñÜ. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ãñÜöïõìå ü�é M(x) = y. ÕðÜñ÷åé áêüìç3 ÄçëáäÞ ç �áéíßá åßíáé, áíÜ ðÜóá ó�éãìÞ, ðåðåñáóìÝíç, áëëÜ áðåñéüñéó�ç. Áõ�Þ ç éó�ïñéêÞ ðåñéãñáöÞ �ïõ Turingéóïäõíáìåß ìå êÜ�é ðïõ óÞìåñá êáëïýìå ðåðåñáóìÝíç óõìâïëïóåéñÜ (string).4



ðåñßð�ùóç ï õðïëïãéóìüòM(x) íá ìçí ö�Üíåé ðï�Ý óå �åëéêÞ êá�Üó�áóç, ïðü�å ëÝìå ü�é çM(x)äåí ó�áìá�Üåé.�áñÜäåéãìá 1. Óå êÜèå TM ìðïñïýìå íá áí�éó�ïé÷Þóïõìå ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç áðü �ï IN ó�ïIN, üðïõ ç åßóïäïò êáé ç Ýîïäïò êùäéêïðïéïýí�áé ó�ï äõáäéêü óýó�çìá áñßèìçóçò (Þ ãåíéêü�åñáó�ï óýó�çìá áñßèìçóçò ìå j�j óýìâïëá). Ìå âÜóç áõ�ü, èá êá�áóêåõÜóïõìå ìéá TM ðïõ ìååßóïäï x, õðïëïãßæåé �ï x + 1. Ç TM èá åñãÜæå�áé óýìöùíá ìå �ïí ðáñáêÜ�ù áëãüñéèìï (�ïíïðïßï ðñþ�á ãñÜöïõìå óå øåõäïêþäéêá):ÊÜíå �ñÝ÷ïí �ï êý��áñï ìå �ï �åëåõ�áßï óýìâïëï �çò åéóüäïõ x;repeatÁí �ï �ñÝ÷ïí êý��áñï Ý÷åé xy, ãñÜøå 1 êáé ó�áìÜ�çóå;Áí �ï �ñÝ÷ïí êý��áñï Ý÷åé 1, ãñÜøå 0, êÜíå �ñÝ÷ïí �ï áìÝóùòáñéó�åñü�åñï êý��áñï, êáé êñá�ïýìåíï := 1;Áí �ï �ñÝ÷ïí êý��áñï Ý÷åé 0, ãñÜøå 1, êÜíå �ñÝ÷ïí �ï áìÝóùòáñéó�åñü�åñï êý��áñï, êáé êñá�ïýìåíï := 0;until êñá�ïýìåíï = 0;ÊÜíå �ñÝ÷ïí �ï êý��áñï ìå �ï ðñþ�ï óýìâïëï �ïõ x+ 1 êáé ó�áìÜ�çóå;Ï ðáñáðÜíùáëãüñéèìïò õëïðïéåß�áé áðü ìéáTM ìå áëöÜâç�ï åéóüäïõ �ï� = f0; 1g, óýíïëïêá�áó�Üóåùí Q = fq0; q1; q2;HALTg, áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç �çí q0, óýíïëï �åëéêþí êá�áó�ÜóåùíF = fHALTg, êáé óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò Æ ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�ïí ðáñáêÜ�ù ðßíáêá4:0 1 xyq0 (q0; 0; R) (q0; 1; R) (q1; xy; L)q1 (q2; 1; L) (q1; 0; L) (HALT; 1; S)q2 (q2; 0; L) (q2; 1; L) (HALT; xy; R)�áñá�çñïýìå ü�é ó�çí áñ÷éêÞ êá�Üó�áóç q0, ç TM èÝ�åé ùò �ñÝ÷ïí �ï êý��áñï ìå �ï �åëåõ�áßï(äåîéü�åñï) óýìâïëï �çò åéóüäïõ x, ó�çí êá�Üó�áóç q1 õëïðïéåß�áé ç åðáíÜëçøç ðïõ áõîÜíåé �ïx êá�Ü 1, êáé ó�çí êá�Üó�áóç q2, ç TM èÝ�åé ùò �ñÝ÷ïí �ï êý��áñï ìå �ï ðñþ�ï óýìâïëï �ïõx+ 1 êáé ïëïêëçñþíåé �ïí õðïëïãéóìü �çò.Áêïëïõèåß Ýíá ðáñÜäåéãìá ëåé�ïõñãßáò ìå åßóïäï �ç óõìâïëïóåéñÜ 1011, üðïõ óå êÜèå âÞìááíáãñÜöå�áé ìéá ðåñéãñáöÞ �çò ó�éãìéáßáò óõíïëéêÞò êá�Üó�áóçò (onfiguration) �çò TM. Áñ-÷éêÜ áíáöÝñå�áé ç �ñÝ÷ïõóá êá�Üó�áóç �çò ìç÷áíÞò êáé ó�ç óõíÝ÷åéá �ï ðåñéå÷üìåíï �çò �áéíßáò.Ôï õðïãñáììéóìÝíï óýìâïëï äçëþíåé �ï �ñÝ÷ïí êý��áñï, åíþ �á êåíÜ áñéó�åñÜ êáé äåîéÜ äåíáíáöÝñïí�áé åê�üò áí �ï ðåñéå÷üìåíï �ïõ �ñÝ÷ïí�ïò êõ��Üñïõ åßíáé êåíü. Ôï óýìâïëï ` ëÝãå�áéìðÜñá (turnstile) êáé áí�éó�ïé÷åß óå ìéá åöáñìïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò ìå�Üâáóçò Æ ðïõ ìå�áöÝñåéáðü ìéá óõíïëéêÞ êá�Üó�áóç ó�çí åðüìåíç. ¸íáò õðïëïãéóìüò (omputation) åßíáé ìéá Ýãêõñçáêïëïõèßá óõíïëéêþí êá�áó�Üóåùí.(q0; 1011) ` (q0; 1011) ` (q0; 1011) ` (q0; 1011) `(q0; 1011xy) ` (q1; 1011) ` (q1; 1010) ` (q1; 1000) `(q2; 1100) ` (q2; xy1100) ` (HALT; 1100)4 Ç TM ðïõ ðåñéãñÜöïõìå äåí åëÝã÷åé áí ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ åßíáé êåíÞ. Ç ìå�á�ñïðÞ �çò TM þó�å íá åëÝã÷åé(êáé íá ó�áìá�Üåé áðåõèåßáò) áí ç åßóïäïò åßíáé êåíÞ áöÞíå�áé ùò Üóêçóç.5



ÊáèïëéêÞ Ìç÷áíÞ Turing. Óå áí�ßèåóç ìå �ïõò óýã÷ñïíïõò çëåê�ñïíéêïýò õðïëïãéó�Ýò, ðïõ åê�å-ëïýí äéÜöïñá ðñïãñÜììá�á, ìéá TM åê�åëåß ìüíï �ï ``ðñüãñáììá'' ðïõ êáèïñßæå�áé áðü �çóõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò. Ï Turing üìùò ðåñéÝãñáøå ìßá êáèïëéêÞ ìç÷áíÞ Turing (Universal TuringMahine), ðïõ ðñïóïìïéþíåé �ç ëåé�ïõñãßá êÜèå Üëëçò TM.ÓõãêåêñéìÝíá, ç êáèïëéêÞ TM U äÝ÷å�áé óáí åßóïäï �çí êùäéêïðïßçóç ìéáò TM M êáé �çíåßóïäï x �çò M . Áí ç M(x) ó�áìá�Üåé, ç U(M ;x) ó�áìá�Üåé ó�çí ßäéá êá�Üó�áóç êáé ìå �áßäéá ðåñéå÷üìåíá ó�çí �áéíßá �çò üðùò çM(x). Éó÷ýåé äçëáäÞ U(M ;x) =M(x). Áí çM(x) äåíó�áìá�Üåé, ïý�å ç U(M ;x) ó�áìá�Üåé.4 Õðïëïãéó�ü�ç�áÌéá ãëþóóá L åßíáé áðïêñßóéìç (deidable, Þ õðïëïãéó�Þ, omputable) áí õðÜñ÷åé ìéá TM ðïõáðïäÝ÷å�áé üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝò �çò L êáé áðïññßð�åé üëåò �éò óõìâïëåéñÝò �çò L 5. ÄçëáäÞ,ãéá êÜèå x 2 L, M(x) = YES, êáé ãéá êÜèå x 62 L, M(x) = NO.Ìå�Ü �ï Èåþñçìá Ìç �ëçñü�ç�áò �ïõ Godel, ðïëëïß åðéó�Þìïíåò (Turing, Churh, Kleene,Post, Markov, ê.á.) ðñïóðÜèçóáí íá îåêáèáñßóïõí �éò Ýííïéåò �çò áðïêñßóéìçò ãëþóóáò êáé �ïõõðïëïãéó�ïý ðñïâëÞìá�ïò. Óå áõ�Þ �çí ðñïóðÜèåéá, êá�Ýëçîáí óå äéáöïñå�éêÜ õðïëïãéó�éêÜìïí�Ýëá (äçë. áðëïýò éäåá�ïýò õðïëïãéó�Ýò), �á ïðïßá üìùò áðïäåß÷èçêáí üëá éóïäýíáìá ìå�áîý�ïõò. Áõ�ü ïäÞãçóå ó�ç äéá�ýðùóç �çò ðåñßöçìçò ÈÝóçò �ùí Churh-Turing (1936), ç ïðïßáëÝåé áðëïõó�åõìÝíá ü�é üëá �á ãíùó�Ü êáé �á ``Üãíùó�á'' ìïí�Ýëá �çò Ýííïéáò ``õðïëïãéó�üò'' Þ``áðïêñßóéìïò'' åßíáé ìç÷áíéó�éêÜ éóïäýíáìá. ÄçëáäÞ äïèÝí�ïò åíüò áëãïñßèìïõ óå Ýíá ìïí�Ýëïãéá Ýíá ðñüâëçìá � Þ ìéá ãëþóóá L, ìðïñïýìå ìç÷áíéó�éêÜ íá êá�áóêåõÜóïõìå áëãüñéèìï óåÝíá Üëëï ìïí�Ýëï ãéá �ï � Þ �çí L.4.1 Ìç-Õðïëïãéó�ü�ç�á: Ôï �ñüâëçìá Ôåñìá�éóìïýÕðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìá�á ðïõ äåí åßíáé õðïëïãéó�Ü. Ï ëüãïò åßíáé áðëüò: õðÜñ÷ïõí áðåßñùò ðåñéó-óü�åñá ðñïâëÞìá�á áðü �éò ìç÷áíÝò Turing ðïõ �á õðïëïãßæïõí. ÓõãêåêñéìÝíá, ïé äéáöïñå�éêÝòìç÷áíÝò Turing åßíáé áñéèìÞóéìåò, åíþ ïé äéáöïñå�éêÝò ãëþóóåò (Þ éóïäýíáìá, �á äéáöïñå�éêÜðñïâëÞìá�á) åßíáé ìç-áñéèìÞóéìá. Ìå âÜóç �ç ÈÝóç �ùí Churh-Turing, ïé ìç-áðïêñßóéìåò (un-deidable) ãëþóóåò áí�éó�ïé÷ïýí óå ðñïâëÞìá�á ðïõ äåí ëýíïí�áé óå êáíÝíá õðïëïãéó�éêü ìï-í�Ýëï (áíåîáñ�Þ�ùò �ùí äéáèÝóéìùí õðïëïãéó�éêþí ðüñùí).Êåí�ñéêÞ èÝóç áíÜìåóá óå áõ�Ü �á ðñïâëÞìá�á êá�Ý÷åé �ï �ñüâëçìá Ôåñìá�éóìïý ìéáò TM(Halting Problem), üðïõ äßíïí�áé ìßá TM M êáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ x, êáé ðñÝðåé íááðïöáíèïýìå áí ç M(x) ó�áìá�Üåé.Èåþñçìá 1. Ôï �ñüâëçìá Ôåñìá�éóìïý åßíáé ìç-áðïêñßóéìï.Áðüäåéîç. Çáðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéåß �çí �å÷íéêÞ �çò äéáãùíéïðïßçóçò. Áò õðïèÝóïõìå ü�é õðÜñ÷åéìßá TM H ðïõ äÝ÷å�áé óáí åßóïäï ìéá TM M êáé ìéá óõìâïëïóåéñÜ x, êáé ó�áìá�Üåé ðÜí�ááðáí�þí�áò H(M ;x) = YES áí ç M(x) ó�áìá�Üåé, êáé H(M ;x) = NO äéáöïñå�éêÜ. Ïñßæïõìåìßá TM K ðïõ ëåé�ïõñãåß ùò åîÞò:� ÇK(M) ðñïóïìïéþíåé �çí H(M ;M) ùò �ï óçìåßï ðïõ ç �åëåõ�áßá âñßóêå�áé Ýíá âÞìá ðñéí�ïí �åñìá�éóìü.5 Ç ãëþóóá L ïíïìÜæå�áé óõìðëÞñùìá (omplement) �çò L, êáé ðåñéÝ÷åé üëåò �éò óõìâïëïóåéñÝò �ïõ �� ðïõ äåíáíÞêïõí ó�çí L. 6



� Áí H(M ;M) = YES, ç K(M) ìðáßíåé óå á�Ýñìïíá âñüã÷ï (êáé äåí ó�áìá�Üåé).� Áí H(M ;M) = NO, ç K(M) ó�áìá�Üåé.Åî' ïñéóìïý, ç K(M) ó�áìá�Üåé áí êáé ìüíï áí ç M(M) äåí ó�áìá�Üåé. Åîå�Üæïí�áò �ç ëåé-�ïõñãßá �çò K ìå åßóïäï �çí ðåñéãñáöÞ �çò (äçëáäÞ åîå�Üæïí�áò �ïí õðïëïãéóìü �çò K(K))ðñïêýð�åé áí�ßöáóç, áöïý ç K(K) ó�áìá�Üåé áí êáé ìüíï áí ç K(K) äåí ó�áìá�Üåé. ut5 Ìç Í�å�åñìéíéó�éêÝò Ìç÷áíÝò TuringÁí�ß �ïõ ìïíïóÞìáí�á ïñéóìÝíïõ �ñüðïõ ìå �ïí ïðïßï åîåëßóóå�áé ï õðïëïãéóìüò ìßáò (í�å�åñ-ìéíéó�éêÞò) TM ãéá äåäïìÝíç åßóïäï, ï õðïëïãéóìüò ìéáò ìç í�å�åñìéíéó�éêÞò ìç÷áíÞò Turing(Nondeterministi Turing Mahine, NTM) ìðïñåß íá åðéëÝãåé áíÜìåóá óå äéáöïñå�éêÝò õðïëï-ãéó�éêÝò åêäï÷Ýò. ÔõðéêÜ, ìéá NTM N åßíáé ìßá äéá�å�áãìÝíç ðåí�Üäá M = (Q;�;�; q0; F ).¼ðùò ó�ïí Ïñéóìü 1, �ï Q åßíáé �ï (ðåðåñáóìÝíï) óýíïëï êá�áó�Üóåùí, �ï q0 2 Q åßíáé çáñ÷éêÞ êá�Üó�áóç, �ï F � Q åßíáé �ï óýíïëï �ùí �åëéêþí êá�áó�Üóåùí, êáé �ï � åßíáé �ï áëöÜ-âç�ï åéóüäïõ. Ç ïõóéáó�éêÞ äéáöïñÜ åßíáé ü�é ï õðïëïãéóìüò �çò N êáèïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóçìå�Üâáóçò � � ((Q n F )� � )� (Q� � � fL;R; Sg)�éá êÜèå óõíäõáóìü êá�Üó�áóçò êáé óõìâüëïõ ó�ï �ñÝ÷ïí êý��áñï ó�ï (Q n F ) � � , ç ó÷Ýóçìå�Üâáóçò� ïñßæåé �ïõò åðé�ñåð�ïýò åðüìåíïõò óõíäõáóìïýò êá�Üó�áóçò, óõìâüëïõ ó�çí �áéíßá,êáé ìå�áêßíçóçò (Þ ìç ìå�áêßíçóçò) óå ãåé�ïíéêü êý��áñï (ìðïñåß íá õðÜñ÷åé êáíÝíáò, Ýíáò, Þðåñéóóü�åñïé �Ý�ïéïé óõíäõáóìïß). Ç NTM åðéëÝãåé ìç í�å�åñìéíéó�éêÜ �ïí åðüìåíï óõíäõáóìüáðü �ï óýíïëï �ùí åðé�ñåð�þí óõíäõáóìþí ðïõ êáèïñßæåé ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò �. Éóïäýíáìá, çëåé�ïõñãßá ìéáò NTM ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ìå ìßá óõíÜñ�çóç ìå�ÜâáóçòÆ : (Q n F )� � 7! Pow(Q� � � fL;R; Sg) ;ç ïðïßá ðáßñíåé �éìÝò ó�ï äõíáìïóýíïëï �ïõ Q� � � fL;R; Sg.¸�óé ï õðïëïãéóìüò ìéáò NTM N ìå åßóïäï x åîåëßóóå�áé ìå âÜóç �éò õðïëïãéó�éêÝò åê-äï÷Ýò ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò � êáé �ï x, êáé ìðïñåß íá êá�áëÞîåé óå ðïë-ëÝò äéáöïñå�éêÝò áðáí�Þóåéò. ¸íáò �ñüðïò áíáðáñÜó�áóçò �ïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x) åßíáé �ïäÝí�ñï õðïëïãéóìïý (omputation tree). Ï õðïëïãéóìüò îåêéíÜ ó�ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ, ðïõ áí�é-ó�ïé÷åß ó�çí áñ÷éêÞ äéáìüñöùóç �çò N(x) ìå êá�Üó�áóç q0 êáé åßóïäï x. Áí óå êÜðïéï óçìåßï�ïõ õðïëïãéóìïý, ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò � äßíåé �ç äõíá�ü�ç�á ìç í�å�åñìéíéó�éêÞò åðéëïãÞò, �ü�ååìöáíßæå�áé äéáêëÜäùóç ó�ï äÝí�ñï. Ôá öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò áðá-í�Þóåéò �çò NTM. ¸�óé êÜèå äéáöïñå�éêÞ õðïëïãéó�éêÞ åêäï÷Þ ðïõ ìðïñåß íá áêïëïõèÞóåé çN(x) áí�éó�ïé÷åß óå Ýíáí êëÜäï �ïõ äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý.Ç N áðïäÝ÷å�áé �çí åßóïäï x áí êÜðïéá áðü �éò áðáí�Þóåéò �çò N(x) åßíáé YES (äçëáäÞõðÜñ÷åé êëÜäïò õðïëïãéóìïý ðïõ êá�áëÞãåé óå êá�Üó�áóç YES). H N áðïññßð�åé �çí åßóïäï xáí üëåò ïé áðáí�Þóåéò �çò N(x) åßíáé NO (äçëáäÞ üëïé ïé êëÜäïé õðïëïãéóìïý êá�áëÞãïõí óåêá�Üó�áóç NO). Óå ðåñßð�ùóç áðïäï÷Þò, ãñÜöïõìå N(x) = YES, êáé óå ðåñßð�ùóç áðüññéøçò,ãñÜöïõìå N(x) = NO. Ìéá ãëþóóá L � �� åßíáé áðïêñßóéìç áðü ìßá NTM N áí ãéá êÜèåx 2 ��, üëïé ïé êëÜäïé õðïëïãéóìïý �çò N(x) ó�áìá�ïýí, êáé x 2 L áí êáé ìüíï áí N(x) = YES.Åî´ ïñéóìïý, ïé TM áðï�åëïýí ìéá åéäéêÞ êá�çãïñßá NTM (üðïõ �ï äÝí�ñï õðïëïãéóìïýåêöõëßæå�áé óå ìßá áëõóßäá). Áí�ßó�ñïöá, êÜèå NTM ðñïóïìïéþíå�áé áðü ìßá (í�å�åñìéíéó�éêÞ)TM (áëëÜ ìå åêèå�éêÞ åðéâÜñõíóç ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò, âë. Èåþñçìá 4). ¸�óé, üðùò Üëëùó�åðñåóâåýåé ç ÈÝóç �ùí Churh-Turing, êÜèå ãëþóóá áðïêñßóéìç áðü ìéá NTM åßíáé áðïêñßóéìç(áðü ìßá í�å�åñìéíéó�éêÞ TM). 7



6 Õðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�áÇ Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò åó�éÜæåé óå õðïëïãéó�Ü ðñïâëÞìá�á, êáé äéåñåõíÜáí ìðïñïýí íá åðéëõèïýí ìå ðåñéïñéóìÝíïõò õðïëïãéó�éêïýò ðüñïõò, üðùò ÷ñüíï õðïëïãéóìïý,÷þñï ìíÞìçò (åðéðëÝïí �ïõ ÷þñïõ ãéá �çí åßóïäï êáé �çí Ýîïäï) ãéá �çí áðïèÞêåõóç åíäéÜìåóùíáðï�åëåóìÜ�ùí, áñéèìü åðåîåñãáó�þí óå ðáñÜëëçëï õðïëïãéóìü, ìÝãåèïò êáé ðëÞèïò ìçíõìÜ-�ùí óå êá�áíåìçìÝíï õðïëïãéóìü, ê.á. Ìå âÜóç �Ý�ïéïõò ðåñéïñéóìïýò êáé Üëëåò õðïëïãéó�éêÝòðáñáìÝ�ñïõò, ïñßæïí�áé êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò (omplexity lasses), ó�éò ïðïßåò åí�Üóóïí�áéðñïâëÞìá�á. Ó�ü÷ïò åßíáé ï åí�ïðéóìüò áí�éðñïóùðåõ�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí, ðïõ óõíïøßæïõí �çíõðïëïãéó�éêÞ äõóêïëßá �ùí ðñïâëçìÜ�ùí êÜèå êëÜóçò (�á ãíùó�Ü êáé ùò ðëÞñç ðñïâëÞìá�á), êáéç óýãêñéóç �ùí êëÜóåùí ðïëõðëïêü�ç�áò ìå�áîý �ïõò (ùò ðñïò åãêëåéóìü, äéá÷ùñéóìü, êëð.).Áîßæåé íá áíáöÝñïõìå åíäåéê�éêÜ ìåñéêÝò ðáñáìÝ�ñïõò ùò ðñïò �éò ïðïßåò ïñßæïí�áé êëÜóåéòðïëõðëïêü�ç�áò:� Ìïí�Ýëï õðïëïãéóìïý: Ìç÷áíÞ Turing, Ìç÷áíÞ Ôõ÷áßáò �ñïóðÝëáóçò (RAM), �áñÜëëçëçÌç÷áíÞ Ôõ÷áßáò �ñïóðÝëáóçò (PRAM), ìïíü�ïíá êõêëþìá�á·� Ëåé�ïõñãßá: í�å�åñìéíéó�éêÞ, ìç í�å�åñìéíéó�éêÞ, ðéèáíï�éêÞ, ðáñÜëëçëç·� Õðïëïãéó�éêïß ðüñïé: áñéèìüò âçìÜ�ùí, áñéèìüò óõãêñßóåùí, áñéèìüò ðïëëáðëáóéáóìþí, õðï-ëïãéó�éêüò ÷ñüíïò, ìíÞìç åðéðëÝïí �çò åéóüäïõ êáé �çò åîüäïõ, ðëÞèïò åðåîåñãáó�þí, ìÝãåèïòêõêëþìá�ïò, âÜèïò êõêëþìá�ïò·� ¢ëëá åñãáëåßá: �õ÷áéü�ç�á, äéáëïãéêÞ áëëçëåðßäñáóç.7 ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�áÇ õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò ïñßæå�áé ìå âÜóç �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëï-êü�ç�á �ïõ ðéï áðïäï�éêïý áëãüñéèìïõ (Þ éóïäýíáìá, í�å�åñìéíéó�éêÞò ìç÷áíÞò Turing) ðïõ ëýíåé�ï ðñüâëçìá. Ôï âáóéêü�åñï ßóùò êñé�Þñéï ãéá �çí áðïäï�éêü�ç�á åíüò áëãüñéèìïõ åßíáé ï õðï-ëïãéó�éêüò ÷ñüíïò.7.1 Í�å�åñìéíéó�éêÞ ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á êáé ÊëÜóç PÓ�çí ðåñßð�ùóç ìéáò í�å�åñìéíéó�éêÞò TM M , ç ìïíÜäá ìÝ�ñçóçò �ïõ õðïëïãéó�éêïý ÷ñüíïõåßíáé �ï ó�ïé÷åéþäåò õðïëïãéó�éêü âÞìá �çòM , �ï ïðïßï óõíßó�á�áé óå ìßá åöáñìïãÞ �çò óõíÜñ-�çóçò ìå�Üâáóçò. ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù ìéá TM M ðïõ ó�áìá�Üåé ãéá êÜèå åßóïäï. Ç ÷ñïíéêÞðïëõðëïêü�ç�á (time omplexity) �çò M åßíáé ìßá áýîïõóá óõíÜñ�çóç t : IN 7! IN ðïõ ïñßæå�áéùò åîÞò: �éá êÜèå n 2 IN, �ï t(n) åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò ó�ïé÷åéùäþí âçìÜ�ùí ðïõ ÷ñåéÜæå�áéçM ãéá íá ó�áìá�Þóåé ìå åßóïäï ìéá óõìâïëïóåéñÜ x ìÞêïõò n. Ôü�å ëÝìå ü�é çM Ý÷åé ÷ñïíéêÞðïëõðëïêü�ç�á (Þ ÷ñüíï åê�Ýëåóçò) t(n) Þ ü�é åßíáé ìßá TM t(n)-÷ñüíïõ.Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò� (Þ ìéáò ãëþóóáò L) åßíáé ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëï-êü�ç�á �çò ðéï áðïäï�éêÞò (÷ñïíéêÜ) TM ðïõ õðïëïãßæåé �ï � (áí�ßó�ïé÷á, �çí L). Áí õðÜñ÷åéìéá TM t(n)-÷ñüíïõ ðïõ õðïëïãßæåé �ï � (áí�ßó�ïé÷á, �çí L), ëÝìå ü�é �ï � (áí�ßó�ïé÷á, ç L)õðïëïãßæå�áé óå ÷ñüíï O(t(n)).ÄåäïìÝíçò ìéáò áýîïõóáò6 óõíÜñ�çóçò t : IN 7! IN, ïñßæïõìå �çí êëÜóç í�å�åñìéíéó�éêÞò÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò DTIME[t(n)℄ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëá �á õðïëïãéó�éêÜ ðñïâëÞìá�á ìå6 Åí�åëþò �õðéêÜ, äåí áñêåß ç t(n) íá åßíáé áýîïõóá. �ñÝðåé íá éêáíïðïéåß êáé Üëëåò éäéü�ç�åò, ç óõæÞ�çóç �ùí ïðïßùíõðåñâáßíåé �ïõò óêïðïýò áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ. Ó�ï åîÞò èá áíáöåñüìáó�å ó�éò óõíáñ�Þóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí üëåò�éò áðáé�ïýìåíåò éäéü�ç�åò ùò óõíáñ�Þóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò. Ïé ðïëõùíõìéêÝò, ïé åêèå�éêÝò, êáé ïé ëïãáñéèìéêÝòóõíáñ�Þóåéò åßíáé óõíáñ�Þóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò. 8



÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(t(n)). ÓõãêåêñéìÝíá, ïñßæïõìå:DTIME[t(n)℄ � f� : � ðñüâëçìá õðïëïãéó�ü áðü TM O(t(n))-÷ñüíïõgÉåñáñ÷ßá ÊëÜóåùí ×ñïíéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò. Ìéá óçìáí�éêÞ ðáñá�Þñçóç ó÷å�éêÜ ìå �éò êëÜóåéòDTIME[t(n)℄ åßíáé ü�é äéåõñýíïí�áé êáèþò áõîÜíåé ç �Üîç ìåãÝèïõò �ïõ t(n). ÓõãêåêñéìÝíá:Èåþñçìá 2 (Éåñáñ÷ßá ×ñïíéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò). �éá üëåò �éò óõíáñ�Þóåéò ðïëõðëïêü�ç�áòt1(n); t2(n) � n, áí t1(n) log t1(n) = o(t2(n)), �ü�åDTIME[t1(n)℄ � DTIME[t2(n)℄ÌÜëéó�á ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ùí TM ìå k � 2 �áéíßåò, üðïõ k ìéá áêÝñáéá ó�áèåñÜ, ïM. Furer áðÝäåéîå ìéá éó÷õñü�åñç äéá�ýðùóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2, ç ïðïßá åéíáé ãíùó�Þ ùòÁêñéâÞò Éåñáñ÷ßá ×ñïíéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò (Tight Time Hierarhy). Ï Furer [6℄ áðÝäåéîå ü�éç áóèåíÝó�åñç óõíèÞêç t1(n) = o(t2(n)) åßíáé åðáñêÞò ãéá íá éó÷ýåé ï ãíÞóéïò åãêëåéóìüòDTIME[t1(n)℄ � DTIME[t2(n)℄.¸íá åíäéáöÝñïí ðüñéóìá �ïõÈåùñÞìá�ïò 2 åßíáé ï ãíÞóéïò åãêëåéóìüò �ùí êëÜóåùíDTIME[nk℄,ãéá k = 1; 2; 3; : : :. ÓõãêåêñéìÝíá, éó÷ýåé ü�éDTIME[n℄ � DTIME[n2℄ � DTIME[n3℄ � � � �ÊëÜóåéò P êáé EXP. Äýï óçìáí�éêÝò êëÜóåéò í�å�åñìéíéó�éêÞò ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáéïé P êáé EXP. Ç êëÜóç P áðï�åëåß�áé áðü üëá �á ðñïâëÞìá�á ìå ðïëõùíõìéêÞ ÷ñïíéêÞ ðï-ëõðëïêü�ç�á, åíþ ç êëÜóç EXP áðü üëá �á ðñïâëÞìá�á ìå åêèå�éêÞ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á.ÓõãêåêñéìÝíá: P � Sk�0DTIME[nk℄ êáé EXP � Sk�0DTIME[2nk ℄Áöïý êÜèå ðïëõþíõìï öñÜóóå�áé Üíù (ùò ðñïò �çí �Üîç ìåãÝèïõò) áðü ìéá åêèå�éêÞ óõíÜñ�çóç,�á ðñïâëÞìá�á ðïõ ëýíïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï áðï�åëïýí õðïóýíïëï áõ�þí ðïõ ëýíïí�áé óååêèå�éêü ÷ñüíï, äçëáäÞ P � EXP. Ìéá Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2 åßíáé ü�é P � EXP,äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìá�á ðïõ ëýíïí�áé óå åêèå�éêü ÷ñüíï áëëÜ äåí ìðïñïýí íá ëõèïýí óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.Åõåðßëõ�á �ñïâëÞìá�á êáé ÊëÜóç P. Áðü �á õðïëïãéó�Ü ðñïâëÞìá�á, êÜðïéá áðáé�ïýí ìéá åý-ëïãç ðïóü�ç�á õðïëïãéó�éêþí ðüñùí ãéá íá ëõèïýí, êáé èåùñïýí�áé åõåðßëõ�á (tratable), êáéêÜðïéá ü÷é, êáé èåùñïýí�áé äõóåðßëõ�á (intratable). ¼�áí õðÜñ÷åé Ýíáò áðïäï�éêüò áëãüñéè-ìïò, äçëáäÞ Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ áðáé�åß åýëïãç ðïóü�ç�á õðïëïãéó�éêþí ðüñùí, ãéá êÜðïéïðñüâëçìá, �ü�å áõ�ü åí�Üóóå�áé ó�çí êá�çãïñßá �ùí åõåðßëõ�ùí ðñïâëçìÜ�ùí. Áí�ßèå�á, ü�áíãéá êÜðïéï ðñüâëçìá äåí åßíáé ãíùó�üò êáíÝíáò áðïäï�éêüò áëãüñéèìïò, áõ�ü äåí åí�Üóóå�áéáõ�üìá�á ó�á äõóåðßëõ�á ðñïâëÞìá�á. Ï ëüãïò åßíáé ü�é ìðïñåß íá õðÜñ÷åé áðïäï�éêüò áëãü-ñéèìïò, áëëÜ íá ìçí Ý÷åé áíáêáëõöèåß áêüìá (ð.÷. ï ðñþ�ïò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ �ñáììéêïý �ñïãñáììá�éóìïý áíáêáëýöèçêå ó�ï �Ýëïò �çò äåêáå�ßáò �ïõ1970 [14℄, êáé ï ðñþ�ïò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá �ïí Ýëåã÷ï �ïõ áí Ýíáò áñéèìüòåßíáé ðñþ�ïò (Primality Test) ìüëéò �ï 2002 [1℄).Ç êñá�ïýóá áí�ßëçøç �áõ�ßæåé �çí êëÜóç �ùí åõåðßëõ�ùí ðñïâëçìÜ�ùí ìå �çí êëÜóç P. Áõ�Þç ðåðïßèçóç áíáöÝñå�áé óõ÷íÜ ùò ÈÝóç �ùí Cook-Karp. ÕðÜñ÷ïõí áñêå�Ü óçìáí�éêÜ åðé÷åéñÞ-ìá�á ðïõ ó�çñßæïõí �ç ÈÝóç �ùí Cook-Karp. Áðü ðñáê�éêÞ Üðïøç, ï ñõèìüò áýîçóçò åíüò ðï-ëõùíýìïõ ìéêñïý âáèìïý åðé�ñÝðåé �çí åðßëõóç áñêå�Ü ìåãÜëùí ó�éãìéü�õðùí åíüò ðñïâëÞìá�ïò9



ìå áí�ßó�ïé÷ç ðïëõðëïêü�ç�á óå åýëïãï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá. ÅðéðëÝïí, ç ýðáñîç åíüò áëãüñéèìïõðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ åðé�ñÝðåé �ç óçìáí�éêÞ áýîçóç �ïõ ìåãÝèïõò �ùí ó�éãìéü�õðùí ðïõ ëýíåéï áëãüñéèìïò óå äåäïìÝíï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá, ü�áí áõîÜíå�áé ç äéáèÝóéìç õðïëïãéó�éêÞ éó÷ýò.Ôá ðáñáðÜíù äåí éó÷ýïõí ãéá óõíáñ�Þóåéò ðïõ áõîÜíïõí ðïëý ðéï ãñÞãïñá áðü Ýíá ðïëõþíõìï(ð.÷. åêèå�éêÝò óõíáñ�Þóåéò). ÅðéðëÝïí, �ï óýíïëï �ùí ðïëõùíýìùí åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �éòðñÜîåéò �çò ðñüóèåóçò, �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý, êáé �çò óýíèåóçò. ÅðïìÝíùò ç êëÜóç P Ý÷åé �éòáí�ßó�ïé÷åò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò (âë. ¢óêçóç 1). �éá ðáñÜäåéãìá, áí óõíèÝóïõìå äýï áëãüñéè-ìïõò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, èÝ�ïí�áò �çí Ýîïäï �ïõ åíüò ùò åßóïäï �ïõ Üëëïõ, èá Ý÷ïõìå Ýíáíáëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ.7.2 Ìç Í�å�åñìéíéó�éêÞ ×ñïíéêÞ �ïëõðëïêü�ç�á êáé ÊëÜóç NPÇ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìéáò NTM N ìå åßóïäï x êáèïñßæå�áé áðü �çí ðéï áðáé�ç�éêÞ õðï-ëïãéó�éêÞ åêäï÷Þ, Þ éóïäýíáìá áðü �ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x). ÓõãêåêñéìÝíá,ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìéáò NTM N åßíáé t(n), üðïõ t ìéá óõíÜñ�çóç ðïëõðëïêü�ç�áò, áíãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x ìÞêïõò n, �ï ìÞêïò êÜèå êëÜäïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x) åßíáé ìéêñü-�åñï Þ ßóï �ïõ t(n). Ç ìç í�å�åñìéíéó�éêÞ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðüöáóçò� (áí�ßó�ïé÷á, ìéáò ãëþóóáò L) åßíáé ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò ðéï áðïäï�éêÞò (÷ñïíéêÜ)NTM ðïõ õðïëïãßæåé �ï � (áí�ßó�ïé÷á, �çí L).Ôï óýíïëï �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ìå ìç í�å�åñìéíéó�éêÞ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(t(n)) áðï�å-ëïýí �çí êëÜóç NTIME[t(n)℄. ÓõãêåêñéìÝíá, ïñßæïõìå:NTIME[t(n)℄ � f� : � ðñüâëçìá õðïëïãéó�ü áðü NTM O(t(n))-÷ñüíïõg¼ðùò êáé ïé êëÜóåéòDTIME[t(n)℄, ïé êëÜóåéò ìç í�å�åñìéíéó�éêÞò ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áòNTIME[t(n)℄ äéåõñýíïí�áé êáèþò áõîÜíåé ç �Üîç ìåãÝèïõò �ïõ t(n).Èåþñçìá 3 (Éåñáñ÷ßá Ìç Í�å�åñìéíéó�éêÞò ×ñïíéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò, [20℄). �éá üëåò �éò óõ-íáñ�Þóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò t1(n); t2(n) � n, áí t1(n + 1) = o(t2(n)), �ü�å NTIME[t1(n)℄ �NTIME[t2(n)℄ .Áöïý ïéTM áðï�åëïýí åéäéêÞ êá�çãïñßá �ùíNTM, éó÷ýåé ü�éDTIME[t(n)℄ �NTIME[t(n)℄ãéá êÜèå t(n). �éá êÜðïéåò óõíáñ�Þóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò, Ý÷åé áðïäåé÷èåß ü�é ç êëÜóç DTIMEáðï�åëåß ãíÞóéï õðïóýíïëï �çò áí�ßó�ïé÷çò êëÜóçò NTIME (ð.÷. DTIME[n℄ � NTIME[n℄[18℄). Áðü �çí Üëëç, éó÷ýåé ü�é (ãéá �çí áðüäåéîç, âë. ¢óêçóç 2):Èåþñçìá 4. ÊÜèå ðñüâëçìá ðïõ õðïëïãßæå�áé áðü ìéá NTM t(n)-÷ñüíïõ, ìðïñåß íá õðïëïãéó�åßáðü ìéá TM O(t(n))-÷ñüíïõ, ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ  > 1.Ç ÊëÜóç NP. Ìéá áðü �éò óçìáí�éêü�åñåò êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáé ç êëÜóç �ùí ðñï-âëçìÜ�ùí ðïõ õðïëïãßæïí�áé óå ðïëõùíõìéêü ìç-í�å�åñìéíéó�éêü ÷ñüíï, ãíùó�Þ ùò êëÜóç NP.ÔõðéêÜ, NP = Sk�0NTIME[nk℄ÕðÜñ÷åé Ýíáò éóïäýíáìïò ïñéóìüò �ïõNP ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ï ãåãïíüò ü�é �ï äÝí�ñï õðïëï-ãéóìïý ãéá Ýíá ðñüâëçìá ó�ïNP Ý÷åé ðïëõùíõìéêü ýøïò. ¸ó�ù ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç R � �����.Ç R êáëåß�áé ðïëõùíõìéêÜ áðïêñßóéìç (polynomially deidable) áí õðÜñ÷åé ìßá (í�å�åñìéíéó�éêÞ)TM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå x; y 2 ��, áðïöáóßæåé áí (x; y) 2 R. Ç R êáëåß�áé ðï-ëõùíõìéêÜ éóïññïðçìÝíç (polynomially balaned) áí ãéá êÜèå (x; y) 2 R, �ï ìÞêïò �ïõ y åßíáéðïëõùíõìéêü ó�ï ìÞêïò �ïõ x (äçë. õðÜñ÷åé ó�áèåñÜ k � 1 �Ý�ïéá þó�å jyj � jxjk).10



Èåþñçìá 5 (×áñáê�çñéóìüò NP). Ìéá ãëþóóá L áíÞêåé ó�ï NP áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìéáðïëõùíõìéêÜ áðïêñßóéìç êáé ðïëõùíõìéêÜ éóïññïðçìÝíç ó÷Ýóç R �Ý�ïéá þó�åL = fx 2 �� : 9y 2 ��; (x; y) 2 RgÔï Èåþñçìá 5 ïäçãåß óå ìéá åíäéáöÝñïõóá èåþñçóç �ïõ NP. ÊÜèå ãëþóóá L 2 NP Ý÷åéìéá áîéïóçìåßù�ç éäéü�ç�á: ¼�áí x 2 L, õðÜñ÷åé Ýíá ``ðéó�ïðïéç�éêü'' ðïëõùíõìéêïý ìÞêïõò yðïõ ìðïñåß íá åëåã÷èåß áðü ìßá (í�å�åñìéíéó�éêÞ) TM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ êáé íá ðéó�ïðïéÞóåéü�é x 2 L. Áí�ßèå�á, êáíÝíá �Ý�ïéï ``ðéó�ïðïéç�éêü'' y äåí õðÜñ÷åé ü�áí x 62 L. Ïõóéáó�éêÜ�ï ``ðéó�ïðïéç�éêü'' y êùäéêïðïéåß �éò åðéëïãÝò ðïõ ïäçãïýí óå êÜðïéï êëÜäï õðïëïãéóìïý ìå�åëéêÞ êá�Üó�áóç YES. �éá ðáñÜäåéãìá, �ï ``ðéó�ïðïéç�éêü'' ü�é Ýíá ó�éãìéü�õðï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò�ïõ �ëáíüäéïõ �ùëç�Þ Ý÷åé áðÜí�çóç ÍÁÉ (êáé Üñá áíÞêåé ó�çí áí�ßó�ïé÷ç ãëþóóá) åßíáé ìßáðåñéïäåßá ìå ìÞêïò ðïõ äåí îåðåñíÜ �ï B (âë. ÁóêÞóåéò 3 êáé 4).Ç êëÜóç UP. Ìå �ñüðï ðáñüìïéï ìå �ï NP, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �ï UP, ìéá êëÜóç ðïëõ-ðëïêü�ç�áò ðïõ Ý÷åé Üìåóç ó÷Ýóç ìå �çí êñõð�ïãñáößá.Ïñéóìüò 2. Mßá NTMN ÷áñáê�çñßæå�áé ùò ìïíïóÞìáí�ç áí ãéá êÜèå åßóïäï x, �ï äÝí�ñï õðïëï-ãéóìïý �çòN(x) Ý÷åé �ï ðïëý Ýíáí êëÜäï õðïëïãéóìïý ðïõ êá�áëÞãåé óå êá�Üó�áóç YES.UP åßíáéç êëÜóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü ìïíïóÞìáí�åò NTM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ.Åî' ïñéóìïý, éó÷ýåé ü�é P � UP � NP. Ôï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá �ùí J. Grollman êáé A.L. Sel-man [10℄, �ïõ ïðïßïõ ç áðüäåéîç ðáñáëåßðå�áé, óõó÷å�ßæåé �çí êëÜóçUP ìå �éò óõíáñ�Þóåéò ìïíÞòêá�åýèõíóçò (one-way-funtions).Èåþñçìá 6 (Grollman-Selman). UP = P áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷ïõí óõíáñ�Þóåéò ìïíÞò êá�åý-èõíóçò.Êùäéêïðïßçóç ÊëÜóåùí ìå �ïóïäåßê�åò. Ìå âÜóç �çí éäÝá �ïõ äÝí�ñïõ õðïëïãéóìïý, ìðïñïýìåíá êùäéêïðïéÞóïõìå �ïõò ïñéóìïýò ðïëëþí ãíùó�þí êëÜóåùí ðïëõðëïêü�ç�áò ìå �ïõò ðïóï-äåßê�åò 9 êáé 8 (êáé �á ``ðëåéïøçöéêÜ'' �ïõò éóïäýíáìá, ðïõ èá ïñßóïõìå ó�çí Åíü�ç�á 10.5).Èá îåêéíÞóïõìå êùäéêïðïéþí�áò �ïõò ïñéóìïýò �ùí êëÜóåùí P êáé NP ìå áõ�ü �ïí �ñüðï. ÔïÈåþñçìá 5 äåß÷íåé ü�é ç êëÜóç NP ïñßæå�áé ùò:L 2 NP() 9R 2 P : (x 2 L) 9yR(x; y)x 62 L) 8y:R(x; y)üðïõ �ï R 2 P äçëþíåé ü�é ç R � ����� åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÜ áðïêñßóéìç êáé ðïëõùíõìéêÜéóïññïðçìÝíç äéìåëÞò ó÷Ýóç, êáé �ï R(x; y) (áí�ßó�ïé÷á, �ï :R(x; y)) äçëþíåé ü�é (x; y) 2 R(áí�ßó�ïé÷á, ü�é (x; y) 62 R). Áöïý �ï äÝí�ñï õðïëïãéóìïý ìéáò TM åêöõëßæå�áé óå ìïíïðÜ�é, çêëÜóç P ïñßæå�áé ùò: L 2 P() 9R 2 P : (x 2 L) 8yR(x; y)x 62 L) 8y:R(x; y)�áñá�çñïýìå ü�é ïé ðïóïäåßê�åò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé êáé áí�éó�ïé÷ïýí ó�ï x 2 L êáé ó�ïx 62 L êáèïñßæïõí ðëÞñùò �çí áí�ßó�ïé÷ç êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò. ¸�óé åéóÜãïõìå �ïí óõìâïëéóìüP = (8;8) êáé NP = (9;8). 11



8 ÁíáãùãÞ êáé �ëçñü�ç�áÏé Ýííïéåò �çò áíáãùãÞò (redution) êáé �çò ðëçñü�ç�áò (ompleteness) åßíáé êåí�ñéêÝò ó�ç Èå-ùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò. Äéáéóèç�éêÜ, Ýíá ðñüâëçìá åßíáé äýóêïëï (hard) ãéá ìéáêëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò áí åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �üóï äýóêïëï íá ëõèåß üóï êÜèå Üëëï ðñüâëçìá�çò êëÜóçò. ¸íá ðñüâëçìá åßíáé ðëÞñåò (omplete) ãéá ìéá êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò áí åßíáéäýóêïëï ãéá �çí êëÜóç êáé �áõ�ü÷ñïíá ìÝëïò �çò. ¸�óé �á ðëÞñç ðñïâëÞìá�á óõíïøßæïõí �çíõðïëïãéó�éêÞ äõóêïëßá �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ìéáò êëÜóçò.Ïé ðáñáðÜíù ðåñéãñáöÝò �çò äõóêïëßáò êáé �çò ðëçñü�ç�áò âáóßæïí�áé ó�ç óýãêñéóç �çòõðïëïãéó�éêÞò äõóêïëßáò äýï ðñïâëçìÜ�ùí. Ç Ýííïéá �çò áíáãùãÞò åðé�ñÝðåé áõ�Þ �ç óýãêñéóç.Ç áðëïýó�åñç áíáãùãÞ ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åäþ åßíáé Ýíáò áðëüò ìå�áó÷çìá�éóìüò �çòåéóüäïõ åíüò ðñïâëÞìá�ïò óå åßóïäï Üëëïõ ðñïâëÞìá�ïò. ¸íá ðñüâëçìá áðüöáóçò�1 áíÜãå�áéóå Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò �2 áí õðÜñ÷åé Ýíáò (õðïëïãéó�üò) ìå�áó÷çìá�éóìüò f ðïõ ãéá êÜèåóõìâïëïóåéñÜ x ðáñÜãåé ìéá óõìâïëïóåéñÜ f(x) �Ý�ïéá þó�å x 2 �1 áí êáé ìüíï áí f(x) 2 �2. Ïìå�áó÷çìá�éóìüò f ïíïìÜæå�áé áíáãùãÞ �ïõ �1 ó�ï �2 (óõíÞèùò ãñÜöïõìå �1 � �2). ÄçëáäÞç áíáãùãÞ f áðåéêïíßæåé �á ÍÁÉ-ó�éãìéü�õðá �ïõ �1 óå ÍÁÉ-ó�éãìéü�õðá �ïõ �2 êáé �á Ï×É-ó�éãìéü�õðá �ïõ �1 óå Ï×É-ó�éãìéü�õðá �ïõ �2. Ç óýíèåóç �çò áíáãùãÞò f ìå ïðïéïíäÞðï�åáëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï �2 äßíåé Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï �1.Ïé óõíÝðåéåò ìéáò áíáãùãÞò åîáñ�þí�áé áðü �ï áí (êáé ðüóï) áðïäï�éêÜ õðïëïãéó�Þ åßíáé.Åéäéêü�åñá, ç áíáãùãÞ óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �1 ó�ï ðñüâëçìá �2 áðï�åëåßÝíáí õðïëïãéó�éêÜ áðïäï�éêü �ñüðï íá ìå�áó÷çìá�ßóïõìå �ï �1 ó�ï �2.Ïñéóìüò 3 (�ïëõùíõìéêÞ ÁíáãùãÞ Þ ÁíáãùãÞ êá�Ü Karp).¸íá ðñüâëçìá�1 áíÜãå�áé ðïëõù-íõìéêÜ óå Ýíá ðñüâëçìá �2 (ãñÜöïõìå �1 �poly �2 ) áí õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç f õðïëïãéó�Þ óåðïëõùíõìéêü ÷ñüíï �Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå åßóïäï x, x 2 �1 áí êáé ìüíï áí f(x) 2 �2.Áí�ßó�ïé÷á ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáé Üëëá åßäç áíáãùãþí, üðùò �çí áíáãùãÞ óå ëïãáñéèìéêü÷þñï (log-spae redution), üðïõ ç áíáãùãÞ f õðïëïãßæå�áé áðü ìéá TM ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ(âë. Åíü�ç�á 10.1 ãéá �ïí áêñéâÞ ïñéóìü �çò ÷ùñéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ìéáò TM).Áí �ï æç�ïýìåíï åßíáé ï õðïëïãéóìüò óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï, ç ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ åðé-�ñÝðåé �ç óýãêñéóç �çò õðïëïãéó�éêÞò äõóêïëßáò äýï ðñïâëçìÜ�ùí. Áí�1 �poly �2 êáé�2 2 P,�ü�å �1 2 P. Áðü �çí Üëëç ðëåõñÜ, áí �1 62 P, �ü�å êáé �2 62 P. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ðïýìåü�é �ï�2 åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �üóï äýóêïëï üóï �ï �1 (ãéá �ïí õðïëïãéóìü óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï,âë. ÁóêÞóåéò 6 êáé 7).Éäéáß�åñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæïõí �á ðñïâëÞìá�á ìéáò êëÜóçò ðïõ åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �üóïäýóêïëï íá õðïëïãéó�ïýí üóï êÜèå Üëëï ðñüâëçìá ó�çí êëÜóç.Ïñéóìüò 4. ¸ó�ù C ìéá êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò. ¸íá ðñüâëçìá � ïíïìÜæå�áé C-äýóêïëï (C-hard) ùò ðñïò �çí áíáãùãÞ � áí ãéá êÜèå ðñüâëçìá � 0 2 C, � 0 � � . Áí åðéðëÝïí � 2 C, �ï� ïíïìÜæå�áé C-ðëÞñåò (C-omplete).Ôá ðëÞñç ðñïâëÞìá�á áðï�åëïýí Ýíá ðïëý óçìáí�éêü åñãáëåßï ãéá �ç Èåùñßá Õðïëïãé-ó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò. Ç ðïëõðëïêü�ç�á åíüò ðñïâëÞìá�ïò èåùñåß�áé êáèïñéóìÝíç ü�áí áõ�üáðïäåé÷èåß ðëÞñåò ãéá êÜðïéá êëÜóç ùò ðñïò êÜðïéá åýëïãç áíáãùãÞ. Ôá ðëÞñç ðñïâëÞìá�áìéá êëÜóçò C óõíïøßæïõí �çí õðïëïãéó�éêÞ äõóêïëßá �ùí ðñïâëçìÜ�ùí �çò C êáé áðï�åëïýí �ïóýíäåóìï �çò Èåùñßáò Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò ìå �ç Èåùñßá Áëãïñßèìùí êáé �éò åöáñ-ìïãÝò (âë. áêüìç ¢óêçóç 9). ÌÜëéó�á, ç ýðáñîç óçìáí�éêþí ðñáê�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ åßíáéðëÞñç ãéá êÜðïéá êëÜóç ðñïóäßäåé ó�çí êëÜóç ðñáê�éêÞ áîßá, ðïõ äåí åßíáé ðÜí�á óáöÞò áðü�ïí ïñéóìü �çò. 12



9 NP-�ëçñü�ç�áÇ êëÜóçP åßíáé õðïóýíïëï �çò êëÜóçòNP åðåéäÞ ïé TM åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ùíNTM. Áðü�çí Üëëç, õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ êáé óçìáí�éêÜ ðñïâëÞìá�á ó�ï NP ãéá �á ïðïßá äåí åßíáé ãíùó�ü áíáíÞêïõí ó�ï P Þ ü÷é, üðùò �ï ðñüâëçìá �ïõ �ëáíüäéïõ �ùëç�Þ êáé �ï ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéç-óéìü�ç�áò ëïãéêþí ðñï�Üóåùí (SAT) óå Óõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ (CNF). Ôï óçìáí�éêü�åñïáíïéê�ü ðñüâëçìá ó�ç Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þí áöïñÜ ó�ï áí ç êëÜóç P áðï�åëåß ãíÞóéïõðïóýíïëï �çò êëÜóçò NP. Ôï åñþ�çìá áõ�ü Ý÷åé �åñÜó�éá ðñáê�éêÞ êáé èåùñç�éêÞ óçìáóßá,áëëÜ ðñïò �ï ðáñüí äåí ìïéÜæåé þñéìï íá áðáí�çèåß. �áñüëá áõ�Ü, áðï�åëåß êïéíÞ åðéó�çìïíéêÞðåðïßèçóç ü�é ï åãêëåéóìüò åßíáé ãíÞóéïò.Áí üí�ùò �ï P äéáöÝñåé áðü �ïNP, õðÜñ÷ïõí êÜðïéá ðñïâëÞìá�á ó�ïNP ðïõ äåí ëýíïí�áéóå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ìå�áîý áõ�þí, èá åßíáé üëá �á ðñïâëÞìá�á ðïõ åßíáéNP-ðëÞñç ùò ðñïò�çí ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ (�á ïðïßá åßíáé ðïëëÜ êáé óçìáí�éêÜ).Èåþñçìá 7. ¸ó�ù � Ýíá ðñüâëçìá NP-ðëÞñåò ùò ðñïò �çí ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ. Éó÷ýåé ü�é� 2 P áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé ü�é P = NP.Äõóåðßëõ�á �ñïâëÞìá�á êáé ÊëÜóçNP. Ìéá Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 7 åßíáé ü�é áíP 6=NP, êáíÝíáNP-ðëÞñåò ðñüâëçìá äåí ëýíå�áé óå (í�å�åñìéíéó�éêü) ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. ÄçëáäÞáí, üðùò ðéó�åýå�áé, P 6= NP, üëá �á NP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á áíÞêïõí ó�ï NP n P. ÅðéðëÝïí,ãíùñßæïõìå ü�é áí P 6= NP, õðÜñ÷ïõí êÜðïéá ðñïâëÞìá�á, ðïõ ëÝãïí�áé NP-åíäéÜìåóá (NP-intermediate) ðñïâëÞìá�á, �á ïðïßá åðßóçò áíÞêïõí ó�ï NP n P áëëÜ äåí åßíáé NP-ðëÞñç(âë. [15℄). Áðü �çí Üëëç, áí âñåèåß áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá êÜðïéï NP-ðëÞñåòðñüâëçìá, áðü áõ�üí èá ðñïêýøïõí (ìå åöáñìïãÞ �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ðïëõùíõìéêþí áíáãùãþí)áëãüñéèìïé ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá üëá �á ðñïâëÞìá�á ó�ï NP. �éá áõ�ïýò �ïõò ëüãïõò, �áNP-ðëÞñç ðñïâëÞìá�á èåùñïýí�áé äõóåðßëõ�á (ìå �çí Ýííïéá ü�é êá�Ü êïéíÞ ðåðïßèçóç äåíáíÞêïõí ó�ï P), áí êáé êÜ�é �Ý�ïéï äåí Ý÷åé áðïäåé÷èåß.Áõ�ü åîçãåß óå Ýíá âáèìü ãéá�ß ç Èåùñßá �çò NP-ðëçñü�ç�áò Ý÷åé ðïëëÝò êáé óçìáí�éêÝòåöáñìïãÝò. ¸ó�ù ü�é ðñïóðáèïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá êÜðïéï ðñü-âëçìá ðïõ áíÞêåé ó�ï NP (ðïëëÜ óçìáí�éêÜ ðñïâëÞìá�á áíÞêïõí ó�ï NP). ¸÷ïí�áò �áõ�ßóåé�ïõò áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò ìå �ïõò áëãüñéèìïõò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, åßíáé óçìáí�éêü íááðïöáóßóïõìå áí �ï ðñüâëçìá ëýíå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (äçë. áíÞêåé ó�ï P) Þ åßíáé NP-ðëÞñåò (ïðü�å êá�Ü êïéíÞ åðéó�çìïíéêÞ ðåðïßèçóç, äåí áíÞêåé ó�ï P). Ìå�Ü áðü ìåñéêÝò áðï�õ-÷çìÝíåò ðñïóðÜèåéåò ãéá áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, óõíÞèùò ó�ñÝöïõìå �ï åíäéáöÝñïíìáò ó�ç äéá�ýðùóç áðüäåéîçò NP-ðëçñü�ç�áò. Áñêå�Ü óõ÷íÜ, ç áé�ßá ðïõ äåí êá�áëÞãïõìå óåáëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ïäçãåß óå áðüäåéîç NP-ðëçñü�ç�áò. ¢ëëåò öïñÝò, ç áé�ßá ðïõäåí êá�áöÝñíïõìå íá äéá�õðþóïõìå ìéá áðüäåéîç NP-ðëçñü�ç�áò ïäçãåß óå áëãüñéèìï ðïëõù-íõìéêïý ÷ñüíïõ.9.1 NP-�ëÞñç �ñïâëÞìá�áÉêáíïðïéçóéìü�ç�á Ëïãéêþí �ñï�Üóåùí (SAT). Ôï ðñþ�ï ðñüâëçìá ðïõ áðïäåß÷�çêå ðëÞñåò ãéá�ï NP åßíáé áõ�ü �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò ëïãéêþí ðñï�Üóåùí óå Óõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ.Ó�ï ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò, äßíå�áé ìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç ' óå CNF, êáé æç�åß�áé íááðïöáíèïýìå áí ç ' åßíáé éêáíïðïéÞóéìç (satisfiable), äçëáäÞ áí õðÜñ÷åé ìéá áðï�ßìçóç �ùíëïãéêþí ìå�áâëç�þí ðïõ êÜíåé �çí ' áëçèÞ. Ôï ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò áðïäåß÷�çêåNP-ðëÞñåò ó�éò áñ÷Ýò �çò äåêáå�ßáò �ïõ 1970 áðü �ïí S. Cook [4℄.13



Èåþñçìá 8 (Cook). Ôï ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (SAT) åßíáé NP-ðëÞñåò.Áðïäåéêíýå�áé åõêïëá ü�é ç Éêáíïðïéçóéìü�ç�á áíÞêåé ó�ïNP (âë ¢óêçóç 4). Ï Cook Ýäåéîåðùò ìðïñåß íá êùäéêïðïéçèåß ï õðïëïãéóìüò ìéáò NTM N ìå åßóïäï x óå ìßá ëïãéêÞ ðñü�áóç'N;x óå CNF, ç ïðïßá Ý÷åé ðïëõùíõìéêü ìÞêïò êáé ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß áðü �çí ðåñéãñáöÞ�çò N êáé �ïõ x óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ç êá�áóêåõÞ åããõÜ�áé ü�é ç 'N;x åßíáé éêáíïðïéÞóéìçáí êáé ìüíï áí N(x) = ÍÁÉ. ÅðïìÝíùò êÜèå ãëþóóá L 2 NP áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�çíÉêáíïðïéçóéìü�ç�á.ÅéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò áðï�åëåß �ï ðñüâëçìá �çò k-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (k-SAT), üðïõ ç ëïãéêÞ ðñü�áóç ' Ý÷åé �ï ðïëý k Ü�ïìá (literals) óå êÜèåöñÜóç (lause). Ç 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�á áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò ìïíï-ðá�éïý ìå�áîý æåýãïõò êïñõöþí óå êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá, êáé áíÞêåé ó�ï P. Èá áðïäåßîïõìåü�é:Èåþñçìá 9. Ôï ðñüâëçìá �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (3-SAT) åßíáé NP-ðëÞñåò.Áðüäåéîç. Ôï ðñüâëçìá �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò áíÞêåé ó�ï NP ùò åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çòÉêáíïðïéçóéìü�ç�áò. Èá áðïäåßîïõìå ü�é ç Éêáíïðïéçóéìü�ç�á áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�çí 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�á (äçëáäÞ ü�é ï ðåñéïñéóìüò �ïõ ìÝãéó�ïõ áñéèìïý á�üìùí áíÜ öñÜóç óå 3 äåíêÜíåé �ï ðñüâëçìá ðéï åýêïëï, üóïí áöïñÜ ó�ïí ðïëõùíõìéêü õðïëïãéóìü). ÓõãêåêñéìÝíá, èáäåßîïõìå ü�é ìéá ëïãéêÞ ðñü�áóç ' óå CNF ìðïñåß íá ìå�á�ñáðåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï óå ìéáéóïäýíáìç ùò ðñïò �çí éêáíïðïéçóéìü�ç�á ëïãéêÞ ðñü�áóç '0 óå CNF, ìå �çí '0 íá Ý÷åé 3 �ïðïëý Ü�ïìá óå êÜèå öñÜóç. Ç ìå�á�ñïðÞ óõíßó�á�áé ó�çí áí�éêá�Üó�áóç êÜèå öñÜóçò j �çò 'ìå k � 4 Ü�ïìá áðü ìéá ïìÜäá öñÜóåùí 0j ìå 3 Ü�ïìá áíÜ öñÜóç.ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù öñÜóç j = `j1 _ : : : _ `jk �çò ' ìå k � 4 Ü�ïìá. Ïñßæïõìå k � 3 íÝåòìå�áâëç�Ýò zj1 ; : : : ; zjk�3 , êáé áí�éêáèéó�ïýìå �ç öñÜóç j ìå �éò öñÜóåéò:0j = (`j1 _ `j2 _ zj1) ^ (:zj1 _ `j3 _ zj2) ^ (:zj2 _ `j4 _ zj3) ^ : : :^(:zjk�4 _ `jk�2 _ zjk�3) ^ (:zjk�3 _ `jk�1 _ `jk)Ç '0 ðñïêýð�åé áðü �ç ' áí�éêáèéó�þí�áò êÜèå öñÜóç j �çò ' ìå k � 4 Ü�ïìá ìå �çí áí�ßó�ïé÷çïìÜäá öñÜóåùí 0j . H '0 ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (ùò ðñïò �ï ìÞêïò �çòáíáðáñÜó�áóçò �çò ').Èá áðïäåßîïõìå ü�é ç ' åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áí êáé ìüíï áí ç '0 åßíáé éêáíïðïéÞóéìç (äçë. ü�éïé ' êáé '0 åßíáé éóïäýíáìåò ùò ðñïò �çí éêáíïðïéçóéìü�ç�á). Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ç éóïäõíáìßáéó÷ýåé ãéá êÜèå æåõãÜñé öñÜóåùí j êáé 0j . ¸ó�ù ìéá áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �ç öñÜóç j ,êáé Ýó�ù `p �ï ðñþ�ï Ü�ïìï ðïõ ãßíå�áé áëçèÝò áðü áõ�Þ �çí áðï�ßìçóç. Ç ïìÜäá öñÜóåùí 0jéêáíïðïéåß�áé áí óõìðëçñþóïõìå �çí áðï�ßìçóç ìå �éò áêüëïõèåò �éìÝò ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò zji ,i = 1; : : : ; k � 3: zji = �1 áí i < p� 10 áí i � p� 1�éá �ï áí�ßó�ñïöï, ðáñá�çñïýìå ü�é ç ïìÜäá öñÜóåùí 0j åßíáé éêáíïðïéÞóéìç ìüíï áí �ïõëÜ-÷éó�ïí Ýíá áðü �á Ü�ïìá `1; : : : ; `k åßíáé áëçèÝò. ÅðïìÝíùò, êÜèå áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �çíïìÜäá öñÜóåùí 0j éêáíïðïéåß êáé �ç öñÜóç j . utÇ ìåèïäïëïãßá �çò áðüäåéîçò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 9 ÷ñçóéìïðïéåß�áé óõ÷íÜ ó�éò áðïäåßîåéòNP-ðëçñü�ç�áò. Åéäéêü�åñá, ãéá íá áíáãÜãïõìå Ýíá ðñüâëçìá �1 óå Ýíá Üëëï �2 åðé÷åéñïýìå íáìå�áó÷çìá�ßóïõìå �ìÞìá�á �ùí ó�éãìéï�ýðùí �ïõ �1 óå �ìÞìá�á �ùí ó�éãìéï�ýðùí �ïõ �2 (ð.÷.14



ìå�áó÷çìá�éóìüò ìéáò öñÜóçò ìå ðïëëÜ Ü�ïìá óå ïìÜäá öñÜóåùí ìå 3 Ü�ïìá óå êÜèå öñÜóç).Áí Ýíáò �Ý�ïéïò ìå�áó÷çìá�éóìüò äéá�çñåß �éò åðéèõìç�Ýò éäéü�ç�åò (ð.÷. éêáíïðïéçóéìü�ç�á),ìðïñåß íá åöáñìïó�åß �ìçìá�éêÜ êáé íá áðï�åëÝóåé �ç âÜóç ãéá ìéá ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ áðü�ï �1 ó�ï �2. Áí �ï �1 åßíáé Ýíá ãíùó�ü NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá êáé �ï �2 áíÞêåé ó�ï NP,ìéá ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ áðü �ï �1 ó�ï �2 áðïäåéêíýåé ü�é êáé �ï �2 åßíáé NP-ðëÞñåò (ìå�çí ßäéá ìåèïäïëïãßá, ï áíáãíþó�çò ìðïñåß íá áíáãÜãåé �ï ðñüâëçìá �çò 3-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áòó�ï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (MAX 2-SAT), áðïäåéêíýïí�áò Ý�óé ü�é �ï�åëåõ�áßï åßíáé NP-ðëÞñåò, âë. ¢óêçóç 10).ÅðéëÝãïí�áò êá�Üëëçëá �ï áñ÷éêü NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá êáé åîåéäéêåýïí�áò êá�Üëëçëá �çíðáñáðÜíù ìåèïäïëïãßá, Ý÷åé áðïäåé÷èåß çNP-ðëçñü�ç�á ìéáò ðëçèþñáò óçìáí�éêþí ðñïâëçìÜ-�ùí. Áðü �çí åîáéñå�éêÜ ìáêñÜ ëßó�á �ùí óçìáí�éêþí ðñïâëçìÜ�ùí ðïõ åßíáé ðëÞñç (Þ äýóêïëá)ãéá �çí êëÜóç NP (âë. ð.÷. [7℄), åäþ áíáöÝñïõìå åíäåéê�éêÜ �á ðñïâëÞìá�á �ïõ �ëáíüäéïõ �ù-ëç�Þ (TSP), �çò ÄéáìÝñéóçò (Partition) åíüò óõíüëïõ âáñþí óå äýï éóïâáñÞ õðïóýíïëá, �ïõÄéáêñé�ïý Óáêéäßïõ (Knapsak), �ïõ Óõíüëïõ Áíåîáñ�çóßáò (Independent Set, âë. ¢óêçóç 11),�ïõ Êáëýììá�ïò Êïñõöþí (Vertex Cover, âë. ¢óêçóç 12), �çò ÌÝãéó�çò ÔïìÞò (Maximum Cut),�ïõ êýêëïõ Hamilton, êáé �ïõ ×ñùìá�éêïý Áñéèìïý (Chromati Number) óå Ýíá ãñÜöçìá.10 ¢ëëåò ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áòÌå âÜóç �á êñé�Þñéá ðïõ ðáñïõóéÜó�çêáí ó�çí Åíü�ç�á 6, êáé êÜðïéá Üëëá êñé�Þñéá �ùí ïðïßùíç ðáñïõóßáóç õðåñâáßíåé �ïõò óêïðïýò áõ�ïý �ïõ êåöáëáßïõ, ïñßæïí�áé ðïëëÝò êáé óçìáí�éêÝòêëÜóåéò õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. Ó�ç óõíÝ÷åéá, åðé÷åéñïýìå ìéá óýí�ïìç áíáóêüðçóç �ùíóçìáí�éêü�åñùí áðü áõ�Ýò êáé �ùí ó÷Ýóåùí ìå�áîý �ïõò.10.1 ×ùñéêÞ �ïëõðëïêü�ç�áÅê�üò �ïõ ÷ñüíïõ åê�Ýëåóçò, Ýíá âáóéêü êñé�Þñéï ãéá �çí áðïäï�éêü�ç�á åíüò áëãüñéèìïõ åßíáéï ÷þñïò áðïèÞêåõóçò (ìíÞìç) ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �çí êá�á÷þñçóç �ùí åíäéÜìåóùí áðï�å-ëåóìÜ�ùí.Áí èåùñÞóïõìå ìéá TMM ðïõ ó�áìá�Üåé ãéá êÜèå åßóïäï, ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á (spaeomplexity) �çò M åßíáé ìßá óõíÜñ�çóç ðïëõðëïêü�ç�áò s �Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå n 2 IN, s(n)åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò êõ��Üñùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ç M ãéá �çí áðïèÞêåõóç �ùí åíäéÜìåóùíáðï�åëåóìÜ�ùí �ïõ õðïëïãéóìïý �çò ü�áí ç óõìâïëïóåéñÜ åéóüäïõ Ý÷åé ìÞêïò n. Ôü�å ëÝìå ü�éç M ÷ñçóéìïðïéåß ÷þñï (Þ Ý÷åé ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á) s(n) Þ ü�é åßíáé ìßá TM s(n)-÷þñïõ.Íá óçìåéþóïõìå ü�é ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò ÷ùñéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, äåí ëáìâÜíïõìå õðüøç�á êý��áñá üðïõ áðïèçêåýå�áé ç åßóïäïò êáé ç Ýîïäïò �çò M , êáé èåùñïýìå ü�é ç M ÷ñçóéìï-ðïéåß �á êý��áñá üðïõ åßíáé �ïðïèå�çìÝíç ç åßóïäïò ìüíï ãéá áíÜãíùóç, êáé �á êý��áñá üðïõêá�áãñÜöå�áé ç Ýîïäïò ìüíï ãéá åããñáöÞ.Óå áí�éó�ïé÷ßá ìå �çí ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á, ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìéáò NTM N ìååßóïäï x êáèïñßæå�áé áðü �ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ ðéï áðáé�ç�éêïý (óå ÷þñï áðïèÞêåõóçòåíäéÜìåóùí áðï�åëåóìÜ�ùí) êëÜäïõ õðïëïãéóìïý �çò N(x). ÓõãêåêñéìÝíá, ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëï-êü�ç�á ìéáò NTM N åßíáé s(n) áí ãéá êÜèå óõìâïëïóåéñÜ x ìÞêïõò n, ï áñéèìüò êõ��Üñùí ðïõ÷ñçóéìïðïéåß êÜèå êëÜäïò õðïëïãéóìïý �çò N(x) åßíáé ìéêñü�åñïò Þ ßóïò �ïõ s(n).Óå áí�éó�ïé÷ßá ìå �éò êëÜóåéò ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò DTIME êáé NTIME, ïñßæïõìå�éò êëÜóåéò í�å�åñìéíéó�éêÞò êáé ìç í�å�åñìéíéó�éêÞò ÷ùñéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò DSPACE êáéNSPACE. Ó�çí êëÜóç DSPACE[s(n)℄ åí�Üóóå�áé êÜèå ðñüâëçìá õðïëïãéó�ü áðü ìéá (í�å-�åñìéíéó�éêÞ) TM s(n)-÷þñïõ. Ó�çíNSPACE[s(n)℄ åí�Üóóå�áé êÜèå ðñüâëçìá õðïëïãéó�ü áðü15



ìéá NTM s(n)-÷þñïõ. Ïñßæïõìå áêüìç �éò êëÜóåéò í�å�åñìéíéó�éêïý êáé ìç í�å�åñìéíéó�éêïý ðï-ëõùíõìéêïý êáé ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ:� PSPACE = Sk�0DSPACE[nk℄ êáé NPSPACE = Sk�0NSPACE[nk℄� L = DSPACE[logn℄ êáé NL = NSPACE[log n℄�éá êÜèå óõíÜñ�çóç ðïëõðëïêü�ç�áò s(n), DSPACE[s(n)℄ � NSPACE[s(n)℄, êáé ÜñáPSPACE � NPSPACE êáé L � NL. Åðßóçò, áöïý óå ÷ñüíï s(n) äåí ìðïñïýí íá åîå-�áóèïýí ðåñéóóü�åñá áðü s(n) êý��áñá ó�çí �áéíßá ìéáò TM, éó÷ýåé ü�é NTIME[s(n)℄ �DSPACE[s(n)℄. Óõíåðþò NP � PSPACE. ÅðéðëÝïí, áðïäåéêíýå�áé ü�é NSPACE[s(n)℄ �DTIME[log n+s(n)℄, ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ  > 1.¼ðùò êáé ïé êëÜóåéò ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, ïé êëÜóåéòDSPACE[s(n)℄ êáéNSPACE[s(n)℄äéåõñýíïí�áé êáèþò áõîÜíåé ç �Üîç ìåãÝèïõò �ïõ s(n).Èåþñçìá 10 (Éåñáñ÷ßá ×ùñéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò, [11℄). �éá üëåò �éò óõíáñ�Þóåéò ðïëõðëïêü-�ç�áò s1(n); s2(n) � log n, áí s1(n) = o(s2(n)), �ü�åDSPACE[s1(n)℄ � DSPACE[s2(n)℄Èåþñçìá 11 (Éåñáñ÷ßá Ìç Í�å�åñìéíéó�éêÞò ×ùñéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò, [20℄). �éá üëåò �éò óõ-íáñ�Þóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò s1(n); s2(n) � log n, áí s1(n) = o(s2(n)), �ü�å NSPACE[s1(n)℄ �NSPACE[s2(n)℄.Ùò óõíÝðåéá, ïé êëÜóåéò L êáé NL áðï�åëïýí ãíÞóéá õðïóýíïëá �çò PSPACE.Åßíáé åîáéñå�éêÜ åíäéáöÝñïí ü�é ïé êëÜóåéò í�å�åñìéíéó�éêïý êáé ìç í�å�åñìéíéó�éêïý ðï-ëõùíõìéêïý ÷þñïõ �áõ�ßæïí�áé (äçë. PSPACE = NPSPACE), �ï ïðïßï ðñïêýð�åé ùò ÜìåóçóõíÝðåéá áðü �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá �ïõ W.J. Savith [19℄:Èåþñçìá 12 (Savith). �éá êÜèå óõíÜñ�çóç ðïëõðëïêü�ç�áò s(n) � log n,NSPACE[s(n)℄ � DSPACE[s2(n)℄Áðü �á ðáñáðÜíù, ðñïêýð�åé ç åîÞò éåñáñ÷ßá ãéá �éò êëÜóåéò õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áòðïõ Ý÷ïõìå äåé ìÝ÷ñé �þñá:L � NL � P � NP � PSPACE = NPSPACE (1)�íùñßæïõìå ü�é L � PSPACE êáéNL � PSPACE, Üñá �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò áðü �ïõò ðáñáðÜíùåãêëåéóìïýò åßíáé ãíÞóéïò. �éó�åýïõìå äå ü�é üëïé ïé ðáñáðÜíù åãêëåéóìïß åßíáé ãíÞóéïé. Ïéáðïäåßîåéò �çò ãíçóéü�ç�áò �ùí ðáñáðÜíù åãêëåéóìþí áðï�åëïýí óçìáí�éêÜ áíïéê�Ü ðñïâëÞìá�á�çò Èåùñßáò Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò.10.2 �ïëõðëïêü�ç�á Óõíáñ�ÞóåùíÏé êëÜóåéò ÷ñïíéêÞò êáé ÷ùñéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ðïõ ïñßóáìå ó�éò ðñïçãïýìåíåò åíü�ç�åò áöï-ñïýí óå ðñïâëÞìá�á áðüöáóçò. Áí�ßó�ïé÷á, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò ðïõðåñéëáìâÜíïõí óõíáñ�Þóåéò. Óçìáí�éêÝò åßíáé ç êëÜóç FP, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �éò óõíáñ�Þóåéòðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü (í�å�åñìéíéó�éêÝò) TM ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, êáé ç êëÜóç FL, ðïõ ðå-ñéëáìâÜíåé óõíáñ�Þóåéò ðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü í�å�åñìéíéó�éêÝò TM ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ. ¸�óéêÜèå ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ áíÞêåé ó�çí êëÜóç FP, êáé êÜèå áíáãùãÞ ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõáíÞêåé ó�çí êëÜóç FL. 16
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NPPSPACE = NPSPACE

Ó÷Þìá 1. Ó÷Ýóåéò ÊëÜóåùí ×ñïíéêÞò êáé ×ùñéêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò10.3 Óõìðëçñùìá�éêÝò ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áò�éá ìéá êëÜóç ðïëõðëïêü�ç�áò C, ïñßæïõìå �çí êëÜóç oC = fL : L 2 Cg ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �ïóõìðëÞñùìá êÜèå ãëþóóáò L ðïõ áíÞêåé ó�çí C. �éá ðáñÜäåéãìá, ç êëÜóç oNP áðï�åëåß�áéáðü �á óõìðëçñþìá�á �ùí ãëùóóþí ó�ï NP (üóïí áöïñÜ ó�çí êùäéêïðïßçóç �ùí êëÜóåùí ìåðïóïäåßê�åò, âë. 7.2, Ý÷ïõìå ü�é oNP = (8;9)). ¸�óé áöïý �ï ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áòáíÞêåé ó�ïNP, �ï ðñüâëçìá �çòÌç Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò, äçëáäÞ íá áðïöáíèïýìå áí ìéá ëïãéêÞðñü�áóç óå CNF åßíáé áí�ßöáóç, áíÞêåé ó�ï oNP.¸÷åé åíäéáöÝñïí íá äïýìå ðïéåò êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáé êëåéó�Ýò ùò ðñïò óõìðëÞ-ñùìá, äçëáäÞ ãéá ðïéåò êëÜóåéò C éó÷ýåé ü�é C = oC. �åíéêÜ, ïé í�å�åñìéíéó�éêÝò êëÜóåéòðïëõðëïêü�ç�áò (åß�å ÷ñïíéêÝò, åß�å ÷ùñéêÝò) åßíáé êëåéó�Ýò ùò ðñïò óõìðëÞñùìá, áöïý ãéá íáõðïëïãßóïõìå �çí ãëþóóá L áñêåß íá áí�éó�ñÝøïõìå �çí áðÜí�çóç ìéáò TM ðïõ õðïëïãßæåé �çíL, ðáñáìÝíïí�áò ó�çí ßäéá ðïëõðëïêü�ç�á. ¸�óé ïé êëÜóåéòDTIME[t(n)℄, P,DSPACE[s(n)℄,êáé PSPACE åßíáé êëåéó�Ýò ùò ðñïò óõìðëÞñùìá. Ôï ðñüâëçìá åßíáé áíïé÷�ü ãéá �éò êëÜóåéòìç í�å�åñìéíéó�éêÞò ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò. �éá ðáñÜäåéãìá äåí ãíùñßæïõìå áíNP 6= oNP.�íùñßæïõìå âÝâáéá ü�é P � NP \ oNP, áöïý �ï P áðï�åëåß õðïóýíïëï �ïõ NP êáé åßíáéêëåéó�ü ùò ðñïò �ï óõìðëÞñùìá. ¸�óé �ï åñþ�çìá áí NP 6= oNP óõíäÝå�áé ìå �ï åñþ�çìááí P 6= NP, áöïý áí NP 6= oNP, �ü�å P 6= NP.Åíþ ç êá�Üó�áóç öáéíü�áí íá åßíáé ðáñüìïéá êáé ãéá �éò êëÜóåéò ìç í�å�åñìéíéó�éêÞò ÷ù-ñéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, ó�á ìÝóá �çò äåêáå�ßáò �ïõ 1980, ïé N. Immerman êáé R. SzelepsenyiáðÝäåéîáí (óå áíåîÜñ�ç�åò åñãáóßåò, âë. [13,23℄) ü�é ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç ðïëõðëïêü�ç�áò s(n) �log n, ç êëÜóç NSPACE[s(n)℄åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò óõìðëÞñùìá. ÅðïìÝíùò, NPSPACE =oNPSPACE (�ï ïðïßï ðñïêýð�åé Üëëùó�å áðü �çí éóü�ç�á NPSPACE êáé PSPACE) êáéNL = oNL.10.4 ÊëÜóåéò �ïëõðëïêü�ç�áò ãéá �éèáíï�éêïýò ÁëãüñéèìïõòÓõíå÷ßæïõìå ìå �ïí ïñéóìü êÜðïéùí óçìáí�éêþí êëÜóåùí ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ãéá ðéèá-íï�éêïýò áëãüñéèìïõò (randomized algorithms), ðïõ ëåé�ïõñãïýí ìå âÜóç �õ÷áßåò åðéëïãÝò. ÏéêëÜóåéò áõ�Ýò ïñßæïí�áé ìå áíáöïñÜ ó�ï äÝí�ñï õðïëïãéóìïý ìéáò (ìç í�å�åñìéíéó�éêÞò) NTMN , ãéá �çí ïðïßá èåùñïýìå, ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, ü�é ãéá êÜèå åßóïäï x, �ï äÝí�ñï õðï-ëïãéóìïý �çò N(x) åßíáé Ýíá ðëÞñåò êáé ãåìÜ�ï äõáäéêü äÝí�ñï (äçë. êÜèå êüìâïò �ïõ åß�å åßíáéöýëëï åß�å Ý÷åé 2 ðáéäéÜ, êáé üëá �á öýëëá âñßóêïí�áé ó�ï ßäéï åðßðåäï). Áò óçìåéþóïõìå ü�é,17



áöïý èåùñïýìå ðéèáíï�éêïýò áëãüñéèìïõò, ïé äõíá�Ýò áðáí�Þóåéò ãéá Ýíáí êëÜäï õðïëïãéóìïýìéáò NTM åßíáé ðëÝïí �ñåéò. ¸íáò êëÜäïò õðïëïãéóìïý ìðïñåß íá êá�áëÞîåé óå êá�Üó�áóç YESÞ NO, áëëÜ ìðïñåß íá êá�áëÞîåé êáé óå êá�Üó�áóç UNK, ðïõ óçìáßíåé äåí ìðïñåß íá áðïöáóßóåéáí ðñÝðåé íá áðïäå÷èåß �çí åßóïäï Þ ü÷é.Ó�çí êëÜóç BPP (áðü �á áñ÷éêÜ �ïõ Bounded Probabilisti Polynomial) åí�Üóóïí�áé ïéãëþóóåò L ãéá �éò ïðïßåò õðÜñ÷åé ìéá NTM N ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ �Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèååßóïäï x:� Áí x 2 L, �ü�å IPr[N(x) = YES℄ � 1=2 + " , êáé� áí x =2 L, �ü�å IPr[N(x) = NO℄ � 1=2 + " ,üðïõ " > 0 ìßá ó�áèåñÜ, êáé IPr[N(x) = YES℄ (áí�ßó�ïé÷á, IPr[N(x) = NO℄) åßíáé ï ëüãïò �ùíöýëëùí ó�ï äÝí�ñï õðïëïãéóìïý �çò N(x) óå êá�Üó�áóç YES (áí�ßó�ïé÷á, NO) ðñïò �ï óýíïëï�ùí öýëëùí. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå åßóïäï x, ïé êëÜäïé õðïëïãéóìïý �çò N(x) ðïõ êá�áëÞãïõí ó�çóùó�Þ áðÜí�çóç åßíáé óçìáí�éêÜ ðåñéóóü�åñïé áõ�þí ðïõ êá�áëÞãïõí ó�ç ëÜèïò áðÜí�çóç7.Ï ïñéóìüò �çò êëÜóçòPP ìïéÜæåé ìå áõ�üí �çòBPP. Ç ìüíç (áëëÜ ðïëý óçìáí�éêÞ) äéáöïñÜåßíáé ü�é ó�ïí ïñéóìü �çò PP, ïé êëÜäïé õðïëïãéóìïý �çò N(x) ðïõ êá�áëÞãïõí ó�ç óùó�ÞáðÜí�çóç áñêåß íá îåðåñíïýí (Ýó�ù êáé êá�Ü 1) áõ�ïýò ðïõ êá�áëÞãïõí ó�ç ëÜèïò áðÜí�çóç.¸�óé ó�çí êëÜóçPP åí�Üóóïí�áé ïé ãëþóóåò L ãéá �éò ïðïßåò õðÜñ÷åé ìéáNTMN ðïëõùíõìéêïý÷ñüíïõ �Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå åßóïäï x, x 2 L áí êáé ìüíï áí IPr[N(x) = YES℄ > 1=2. Åî' ïñéóìïý,BPP � PP, åíþ áðïäåéêíýå�áé ü�é �ï PP ðåñéëáìâÜíåé �çí êëÜóç NP (âë. ¢óêçóç 13).ÌÜëéó�á, åðåéäÞ ó�ïí ïñéóìü �çò PP ç áðüöáóç ãéá áðïäï÷Þ ëáìâÜíå�áé ìå áðëÞ ðëåéïøçößá,äåí ìðïñïýìå ìå ðïëõùíõìéêü áñéèìü åðáíáëÞøåùí �ïõ ßäéïõ áëãüñéèìïõ íá áõîÞóïõìå �çíðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò óå �éìÝò ðïëõùíõìéêÜ êïí�Ü ó�ï 1 (üðùò óõìâáßíåé ìå �çí ðåñßð�ùóç �ùíBPP áëãïñßèìùí).Ï ïñéóìüò �çò êëÜóçò RP (áðü �á áñ÷éêÜ �ïõ Randomized Polynomial) ðñïêýð�åé áðü �ïíïñéóìü �ïõ BPP áí åðé�ñÝøïõìå ðéèáíü�ç�á ëÜèïõò ìüíï ü�áí x 2 L. Åéäéêü�åñá, ó�çí êëÜóçRP åí�Üóóïí�áé ïé ãëþóóåò L ãéá �éò ïðïßåò õðÜñ÷åé ìéá NTM N ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ �Ý�ïéáþó�å ãéá êÜèå åßóïäï x:� Áí x 2 L, �ü�å IPr[N(x) = YES℄ � 1=2 + " , üðïõ " > 0 ìßá ó�áèåñÜ, êáé� áí x =2 L, �ü�å IPr[N(x) = NO℄ = 1.Ìå Üëëá ëüãéá, áí N(x) = YES, åßìáó�å óßãïõñïé ü�é x 2 L. Áí�ßèå�á, ç áðÜí�çóç N(x) = NOåßíáé åðéóöáëÞò, áöïý ðñïêýð�åé ìå äýï �ñüðïõò: (ìå âåâáéü�ç�á) ü�áí x 62 L, êáé (ìå ó÷å�éêÜìéêñÞ ðéèáíü�ç�á) ü�áí x 2 L. Ç óõìðëçñùìá�éêÞ êëÜóç �çò RP, ç oRP, ïñßæå�áé êá�Ü �ïíßäéï �ñüðï, ìüíï ðïõ ðéèáíü�ç�á óöÜëìá�ïò õðÜñ÷åé ìüíï ü�áí x 62 L. �éá �çí êëÜóç oRP,ü�áí ç áðÜí�çóç åßíáé NO, åßìáó�å óßãïõñïé ü�é åßíáé óùó�Þ.Áðü �ïí ïñéóìü �çò êëÜóçò RP, Ý÷ïõìå ü�é RP � NP, RP � BPP êáé oRP � BPP,áëëÜ äåí ãíùñßæïõìå áí RP = oRP. Åðßóçò äåí åßíáé ãíùó�Þ ç ó÷Ýóç �ùí BPP êáé NP,áëëÜ ãíùñßæïõìå ü�é áí NP � BPP, �ü�å NP = RP (ìå �ï �åëåõ�áßï íá èåùñåß�áé áðßèáíï).TÝëïò ïñßæïõìå ìéá êëÜóç ðïõ áöïñÜ óå ðéèáíï�éêïýò áëãüñéèìïõò ðïõ, ü�áí áðáí�ïýí,äåí êÜíïõí ëÜèïò. Ó�çí êëÜóç ZPP (áðü �á áñ÷éêÜ �ïõ Zero-error Probabilisti Polynomial)åí�Üóóïí�áé ïé ãëþóóåò L ãéá �éò ïðïßåò õðÜñ÷åé ìéá NTM N ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ �Ý�ïéá þó�åãéá êÜèå åßóïäï x:7 Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á äåí åíäéáöÝñåé ï áêñéâÞò ïñéóìüò �çò åíéó÷õìÝíçò ðëåéïøçößáò ðïõ áðáé�åß�áé ãéá �çí áðÜ-í�çóç (äçëáäÞ �ï áêñéâÝò ìÝãåèïò �ïõ " > 0), áñêåß áõ�Þ íá åßíáé óçìáí�éêÞ. ¸�óé áí�ß ãéá 1=2 + ", ìðïñïýìåíá ïñßóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á óùó�Þò áðÜí�çóçò ùò 1=2 + 1=q(jxj), ãéá êÜðïéï ðïëõþíõìï q(jxj) � 2. Ï áíáãíþ-ó�çò ìðïñåß íá äéáðéó�þóåé ü�é óå êÜèå ðåñßð�ùóç, ìå ðïëõùíõìéêü áñéèìü åðáíáëÞøåùí �ïõ ßäéïõ áëãüñéèìïõ,ìðïñïýìå íá åíéó÷ýóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á óùó�Þò áðÜí�çóçò óå 1�2�q(jxj), ãéá ïðïéïäÞðï�å ðïëõþíõìï q(jxj) � 2.18



� Áí x 2 L, �ü�å IPr[N(x) = NO℄ = 0 ,� áí x 62 L, �ü�å IPr[N(x) = YES℄ = 0 , êáé� õðÜñ÷åé ó�áèåñÜ " > 0, �Ý�ïéá þó�å IPr[M(x) = UNK℄ < " .Éóïäýíáìá, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �çí ZPP ùò �çí �ïìÞ �ùí êëÜóåùí RP êáé oRP, äçë.ZPP = RP \ oRP. Áðïäåéêíýå�áé ü�é Ýíá ðñüâëçìá áíÞêåé ó�çí êëÜóç ZPP áí õðÜñ÷åéðéèáíï�éêüò áëãüñéèìïò ìå ðïëõùíõìéêü áíáìåíüìåíï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ðïõ äßíåé ðÜí�ï�å óùó�ÞáðÜí�çóç.�áñá�Þñçóç 1. ÄåäïìÝíïõ ü�é õðÜñ÷ïõí ðéèáíï�éêïß áëãüñéèìïé åõñåßáò ÷ñÞóçò ãéá ðïëëÜ ðñá-ê�éêÜ ðñïâëÞìá�á, ðïëëïß äéåõñýíïõí �çí êëÜóç �ùí åõåðßëõ�ùí ðñïâëçìÜ�ùí, �áõ�ßæïí�áò �çíìå �éò ðéèáíï�éêÝò êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò BPP êáé ZPP. Íá óçìåéþóïõìå åðßóçò ü�é óå áí�ß-èåóç ìå �éò êëÜóåéò P, NP, êáé PSPACE, ðïõ üëåò Ý÷ïõí åíäéáöÝñïí�á ðëÞñç ðñïâëÞìá�á,äåí ãíùñßæïõìå áí ïé ðéèáíï�éêÝò êëÜóåéò BPP, ZPP, êáé RP Ý÷ïõí ðëÞñç ðñïâëÞìá�á.10.5 �ëåéïøçöéêïß ðïóïäåßê�åòÓå áí�éó�ïé÷ßá ìå �éò êëÜóåéò P, NP, êáé oNP, èÝëïõìå íá êùäéêïðïéÞóïõìå �éò ðéèáíï�éêÝòêëÜóåéò �çò ðñïçãïýìåíçò åíü�ç�áò ìå ÷ñÞóç ðïóïäåéê�þí. ÂÝâáéá ï õðáñîéáêüò êáé ï êáèïëéêüòðïóïäåßê�çò äåí áñêïýí ãéá áõ�üí �ïí óêïðü, Ý�óé ïñßæïõìå �ïí ðïóïäåßê�ç åíéó÷õìÝíçò ðëåéï-øçößáò 9+, êáé �ïí ðïóïäåßê�ç (áðëÞò) ðëåéïøçößáò 9 12 (ãéá Üëëåò åíäéáöÝñïõóåò åöáñìïãÝò�ùí ðëåéïøçöéêþí ðïóïäåéê�þí, âë. [24℄).Ïñéóìüò 5. ¸ó�ù j�j = k �ï ìÝãåèïò �ïõ áëöáâÞ�ïõ,R � ����� ìßá ðïëõùíõìéêÜ áðïêñßóéìçêáé ðïëõùíõìéêÜ éóïññïðçìÝíç äéìåëÞò ó÷Ýóç, x 2 �� ìéá óõìâïëïóåéñÜ, êáé p �ï ðïëõþíõìïðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �çí R.� Óõìâïëßæïõìå ìå 9+yR(x; y) �ï ãåãïíüò ü�é õðÜñ÷åé ìéá ó�áèåñÜ " 2 (0; 1=2), �Ý�ïéá þó�åãéá �ïõëÜ÷éó�ïí (1=2 + ")kp(jxj) áðü �éò óõìâïëïóåéñÝò y 2 �� ìå ìÞêïò p(jxj), éó÷ýåé ü�é(x; y) 2 R.� Óõìâïëßæïõìå ìå 9 12 yR(x; y) �ï ãåãïíüò ü�é ãéá ðåñéóóü�åñåò áðü kp(jxj)=2 óõìâïëïóåéñÝòy 2 �� ìÞêïõò p(jxj), éó÷ýåé ü�é (x; y) 2 R.Áõ�ü ðïõ êÜíáìå ïõóéáó�éêÜ Þ�áí íá åêöñÜóïõìå �éò ðéèáíü�ç�åò ìå �ç âïÞèåéá �ùí ðëåéï-øçöéêþí ðïóïäåéê�þí. Ìå ÷ñÞóç �þñá �ùí ðïóïäåéê�þí áðëÞò êáé åíéó÷õìÝíçò ðëåéïøçößáò,ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå �éò ðéèáíü�ç�åò åðé�õ÷ßáò ó�ïõò ïñéóìïýò �ùí êëÜóåùíBPP,PP,RP,êáé oRP, êáé íá �éò êùäéêïðïéÞóïõìå Ý�óé ìå âÜóç áõ�ïýò �ïõò ðïóïäåßê�åò. ÓõãêåêñéìÝíá, çêëÜóç BPP ïñßæå�áé ùò:L 2 BPP() 9R 2 P : (x 2 L) 9+yR(x; y)x 62 L) 9+y:R(x; y)üðïõ �ï R 2 P äçëþíåé ü�é ç R � ����� åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÜ áðïêñßóéìç êáé ðïëõùíõìéêÜéóïññïðçìÝíç äéìåëÞò ó÷Ýóç. �éï óýí�ïìá ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå BPP = (9+;9+).�éá �çí êëÜóç PP Ý÷ïõìå:L 2 PP() 9R 2 P : (x 2 L) 9 12 yR(x; y)x 62 L) 9 12 y:R(x; y)19



Þ ðéï óýí�ïìá PP = (9 12 ;9 12 ).�éá �çí êëÜóç RP Ý÷ïõìå:L 2 RP() 9R 2 P : (x 2 L) 9+yR(x; y)x 62 L) 8y:R(x; y)Þ ðéï óýí�ïìá RP = (9+;8), åíþ ãéá �çí óõìðëçñùìá�éêÞ êëÜóç oRP Ý÷ïõìå:L 2 oRP() 9R 2 P : (x 2 L) 8yR(x; y)x 62 L) 9+y:R(x; y)Þ ðéï óýí�ïìá oRP = (8;9+).10.6 ÄéáëïãéêÜ Óõó�Þìá�á ÁðüäåéîçòÈá ïëïêëçñþóïõìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá êëÜóçò ðïëõðëïêü�ç�áò ðïõ ïñßæå�áé ìå �ç âïÞèåéáäýï TM, ðïõ áëëçëåðéäñïýí áí�áëëÜóóïí�áò ìçíýìá�á ìå�áîý �ïõò. Ç ðñþ�ç, ðïõ êáëïýìåáðïäåßê�ç (prover), ðñïóðáèåß íá áðïäåßîåé ó�ç äåý�åñç, ðïõ êáëïýìå åðáëçèåõ�Þ (verifier), ü�éìéá ðñü�áóç �çò ìïñöÞò x 2 L åßíáé áëçèÞò.Ï áðïäåßê�çò åßíáé ðáí�ïäýíáìïò, ìå �çí Ýííïéá ü�é ëåé�ïõñãåß ÷ùñßò êáíÝíá ðåñéïñéóìüó�ïõò õðïëïãéó�éêïýò �ïõ ðüñïõò. Áí�ßèå�á, ï åðáëçèåõ�Þò åßíáé Ýíáò ðéèáíï�éêüò áëãüñéèìïòðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ. Ï åðáëçèåõ�Þò êáé ï áðïäåßê�çò óõììå�Ý÷ïõí óå Ýíá ðñù�üêïëëï åðéêïé-íùíßáò áí�áëëÜóóïí�áò ìçíýìá�á. ÁíÜëïãá ìå �á ìçíýìá�á ðïõ ëáìâÜíåé áðü �ïí áðïäåßê�ç, ïåðáëçèåõ�Þò ìðïñåß íá äå÷èåß Þ íá áðïññßøåé �çí áðüäåéîç. Ï áðïäåßê�çò ìðïñåß íá ìçí åßíáéÝí�éìïò, êáé íá èÝëåé íá ðåßóåé �ïí åðáëçèåõ�Þ ü�é x 2 L, áêüìç êáé ü�áí x 62 L. Ï åðáëçèåõ�Þò,áðÝíáí�é ó�ïí ðáí�ïäýíáìï áðïäåßê�ç, ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé, åê�üò �ïõ ðïëõùíõìéêïý õðï-ëïãéó�éêïý ÷ñüíïõ, �çí �õ÷áéü�ç�á ðïõ äéáèÝ�åé. Ç êëÜóç IP (áðü �á áñ÷éêÜ �ïõ InterativeProof) ïñßó�çêå áðü �ïõò S. Goldwasser, S. Miali, êáé C. Rakoff [9℄ �ï 1985. Ç êëÜóç IPðåñéëáìâÜíåé �éò ãëþóóåò L ãéá �éò ïðïßåò:� ¼�áí x 2 L, õðÜñ÷åé áðïäåßê�çò, þó�å ï åðáëçèåõ�Þò íá áðïäÝ÷å�áé ìå ðéèáíü�ç�á �ïõëÜ-÷éó�ïí 1=2 + " , üðïõ " 2 (0; 1=2℄ ìßá ó�áèåñÜ, êáé� ü�áí x 62 L, ãéá êÜèå áðïäåßê�ç, ï åðáëçèåõ�Þò áðïäÝ÷å�áé ìå ðéèáíü�ç�á ìéêñü�åñç Þ ßóç�ïõ "0, üðïõ "0 2 [0; 1=2) ìßá ó�áèåñÜ.Ó�ïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, ïé ðéèáíü�ç�åò åîáñ�þí�áé ìüíï áðü �éò �õ÷áßåò åðéëïãÝò ðïõ ÷ñç-óéìïðïéåß ï åðáëçèåõ�Þò, êáé �éò ïðïßåò êñá�Ü ìõó�éêÝò áðü �ïí áðïäåßê�ç.�áñÜäåéãìá 2. Áò èåùñÞóïõìå �ï ðñüâëçìá �ïõ Ìç Éóïìïñöéóìïý �ñáöçìÜ�ùí (Graph Non-Isomorphism), üðïõ äßíïí�áé äýï ãñáöÞìá�áG1 êáéG2, êáé ðñÝðåé íá áðïöáóßóïõìå áí äåí åßíáééóïìïñöéêïß. Áõ�ü �ï ðñüâëçìá áíÞêåé ó�ï oNP, áöïý �ï óõìðëçñùìá�éêü ðñüâëçìá, áõ�ü �ïõÉóïìïñöéóìïý �ñáöçìÜ�ùí (Graph Isomorphism), áíÞêåé ó�ï NP 8. Ó�ç óõíÝ÷åéá ðåñéãñÜöïõìåÝíá äéáëïãéêü óýó�çìá áðüäåéîçò, êáé áðïäåéêíýïõìå ü�é ï Ìç Éóïìïñöéóìüò �ñáöçìÜ�ùí áíÞ-êåé ó�ï IP.Ó�ï äéáëïãéêü óýó�çìá áðüäåéîçò, ï åðáëçèåõ�Þò åðéëÝãåé �õ÷áßá Ýíá áðü �á äýï ãñáöÞìá�á,Ýó�ù �ï ãñÜöçìá Gi, i 2 f1; 2g, êáé õðïëïãßæåé Ýíá �õ÷áßï ãñÜöçìá H éóïìïñöéêü �ïõ Gi (áõ�ü8 Äåí åßíáé ãíùó�ü áí �ï ðñüâëçìá �ïõ Éóïìïñöéóìïý �ñáöçìÜ�ùí áíÞêåé ó�ï P Þ åßíáé NP-ðëÞñåò. ÌÜëéó�áõðÜñ÷ïõí éó÷õñÝò åíäåßîåéò ü�é äåí åßíáé NP-ðëÞñåò, âë. [3℄. ¸�óé áðï�åëåß õðïøÞöéï NP-åíäéÜìåóï ðñüâëçìá.20
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18. W.J. Paul, N. Pippenger, E. Szemeredi, and W.T. Trotter. On Determinism versus Non-Determinism and RelatedProblems. In Pro. of the 24th IEEE Symp. on Foundations of Computer Siene (FOCS '83), pp. 429�438, 1983.19. W.J. Savith. Relationship between Nondeterministi and Deterministi Tape Classes. Journal of Computer andSystem Sienes, vol. 4, pp. 177�192, 1983.20. J.I. Seiferas, M.J. Fisher, and A.R. Meyer. Refinements of Nondeterministi Time and Spae Hierarhies. InPro. of the 14th IEEE Symp. on Foundations of Computer Siene (FOCS '73), pp. 130�137, 1973.21. A. Shamir. IP = PSPACE. In Pro. of the 31th IEEE Symp. on Foundations of Computer Siene (FOCS '90),pp. 11�15, 1990.22. M. Sipser. Introdution to the Theory of Computation (2nd ed.). Course Tehnology, 2005.23. R. Szelepsenyi. The Method of Foring for Nondeterministi Automata. Bulletin of the EATCS, vol. 33, pp.96�100, 1987.24. S. Zahos. Probabilisti Quantifiers and Games. Journal of Computer and System Sienes, vol. 36, pp. 433�451,1983.25. Å. ÆÜ÷ïò. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé �ïëõðëïêü�ç�á. Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßï, 2008.11 Áíïéê�Ü Åñåõíç�éêÜ �ñïâëÞìá�áÇ Èåùñßá Õðïëïãéó�éêÞò �ïëõðëïêü�ç�áò åßíáé ìéá éäáß�åñá åíåñãÞ êáé åîáéñå�éêÜ åíäéáöÝ-ñïõóá åñåõíç�éêÞ ðåñéï÷Þ �çò Èåùñç�éêÞò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí, ìå ðïëëÜ êáé óçìáí�éêÜáíïéê�Ü åñù�Þìá�á. Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, èá ðåñéïñéó�ïýìå ó�á áíïéê�Ü åñù�Þìá�á ðïõ áöïñïýíÝííïéåò êáé êëÜóåéò ðïëõðëïêü�ç�áò ðïõ ðáñïõóéÜó�çêáí óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï.Ôï óçìáí�éêü�åñï áíïéê�ü åñþ�çìá ó�ç Èåùñç�éêÞ Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þí áöïñÜ ó�ïíãíÞóéï åãêëåéóìü �çò êëÜóçò P ó�çí êëÜóç NP. Ç ó÷Ýóç �ùí êëÜóåùí P êáé NP Ý÷åé ðïëëÝòêáé óçìáí�éêÝò (èåùñç�éêÝò êáé ðñáê�éêÝò) óõíÝðåéåò. Ôï åñþ�çìá ãéá �ç ó÷Ýóç �ùí êëÜóåùíP êáé NP Ý÷åé åðéëåãåß áðü �ï Clay Mathematis Institute ùò Ýíá áðü �á åð�Ü óçìáí�éêü�åñááíïéê�Ü ðñïâëÞìá�á ó�á Ìáèçìá�éêÜ. �éá �çí åðßëõóç êáèåíüò áðü áõ�Ü �á ðñïâëÞìá�á, �ïéíó�é�ïý�ï Ý÷åé èåóðßóåé âñáâåßï åíüò åêá�ïììõñßïõ äïëáñßùí.¸íá ãåíéêü�åñï áíïéê�ü åñþ�çìá åßíáé ç ãíçóéü�ç�á �ùí åãêëåéóìþí ãéá �éò êëÜóåéò í�å�åñ-ìéíéó�éêÞò êáé ìç í�å�åñìéíéó�éêÞò ÷ñïíéêÞò êáé ÷ùñéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ó�çí ó÷Ýóç (1). �íùñß-æïõìå ü�é L � PSPACE êáé ü�é NL � PSPACE, ùò Üìåóç óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 10 êáé�ïõ ÈåùñÞìá�ïò 11 áí�ßó�ïé÷á. ¢ñá �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò áðü �ïõò åãêëåéóìïýò ó�çí (1) åßíáé ãíÞ-óéïò. Áðï�åëåß êïéíÞ ðåðïßèçóç ü�é üëïé ïé åãêëåéóìïß ó�çí (1) åßíáé ãíÞóéïé, áëëÜ ìÝ÷ñé ó�éãìÞòêÜ�é �Ý�ïéï äåí Ý÷åé áðïäåé÷èåß.¸íá óçìáí�éêü áíïéê�ü ðñüâëçìá ðïõ ó÷å�ßæå�áé åõèÝùò ìå �çí êñõð�ïãñáößá áöïñÜ ó�çíó÷Ýóç �ùí êëÜóåùíP êáéUP, ïé ïðïßåò �áõ�ßæïí�áé áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷ïõí óõíáñ�Þóåéò ìïíÞòêá�åýèõíóçò (âë. Èåþñçìá 6).¢ëëá óçìáí�éêÜ áíïéê�Ü åñù�Þìá�á áöïñïýí ó�çí êëåéó�ü�ç�á �ùí ìç í�å�åñìéíéó�éêþí êëÜ-óåùí ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò ùò ðñïò �ï óõìðëÞñùìá, ìå éäéáß�åñï åíäéáöÝñïí ãéá �ç ó÷Ýóç�ùí êëÜóåùí NP êáé oNP, êáé ó�ç ó÷Ýóç �ùí ðéèáíï�éêþí êëÜóåùí ðïëõðëïêü�ç�áò BPPêáé ZPP ìå �çí êëÜóç NP.12 ÁóêÞóåéò¢óêçóç 1. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç êëÜóç P åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò �çí Ýíùóç, �çí �ïìÞ, �ï óõ-ìðëÞñùìá, êáé �çí ðáñÜèåóç (onatenation)9 ÄçëáäÞ íá äåßîå�å ü�é áí äýï ãëþóóåò L1 êáé L2áíÞêïõí ó�ï P, �ü�å êáé ïé ãëþóóåò L1 \ L2, L1 [ L2, L1, êáé L1L2 áíÞêïõí ó�ï P.9 Yðåíèõìßæå�áé ü�é ç ðáñÜèåóç äýï ãëùóóþí L1 êáé L2, ðïõ ïñßæïí�áé óå Ýíá áëöÜâç�ï�, åßíáé ìéá ãëþóóá ç ïðïßáóõìâïëßæå�áé ìå L1L2, êáé áðï�åëåß�áé áðü êÜèå óõìâïëïóåéñÜ ðïõ ðñïêýð�åé áðü ðáñÜèåóç ìéáò óõìâïëïóåéñÜò22



¢óêçóç 2. Íá áðïäåßîå�å �ï Èåþñçìá 4, äçëáäÞ íá äåßîå�å ü�é êÜèå ðñüâëçìá ðïõ õðïëïãßæå�áéáðü ìéá NTM t(n)-÷ñüíïõ, ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðü ìéá TM O(t(n))-÷ñüíïõ, ãéá êÜðïéáó�áèåñÜ  > 1.¢óêçóç 3. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ðñüâëçìá �ïõ �ëáíüäéïõ �ùëç�Þ (ó�ç äéá�ýðùóÞ �ïõ ùò ðñü-âëçìá áðüöáóçò) áíÞêåé ó�çí êëÜóç NP.¢óêçóç 4. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ðñüâëçìá �çò Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò ìéáò ëïãéêÞò ðñü�áóçò óåÓõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ áíÞêåé ó�çí êëÜóç NP.¢óêçóç 5. Íá äåßîå�å ü�é ç êëÜóç NP åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò �çí Ýíùóç, �çí �ïìÞ, êáé �çíðáñÜèåóç. ÄçëáäÞ íá äåßîå�å ü�é áí äýï ãëþóóåò L1; L2 2 NP, �ü�å êáé ïé ãëþóóåò L1 [L2; L1 \ L2, êáé L1L2 áíÞêïõí ó�ï NP.¢óêçóç 6. Íá áðïäåßîå�å ü�é ü�é ç ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ åßíáé ìå�áâá�éêÞ. ÄçëáäÞ íá äåßîå�åü�é áí �ï �1 áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï �2, êáé �ï �2 áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï �3, �ü�å �ï�1 áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï �3.¢óêçóç 7. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç êëÜóç P åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò �çí ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ.ÄçëáäÞ íá äåßîå�å ü�é áí �ï �1 áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï �2 êáé �2 2 P, �ü�å êáé �1 2 P.¢óêçóç 8. Íá äåßîå�å ü�é ç êëÜóçNP åßíáé êëåéó�Þ ùò ðñïò �çí ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ. ÄçëáäÞíá äåßîå�å ü�é áí �ï ðñüâëçìá �1 áíÜãå�áé ðïëõùíõìéêÜ ó�ï ðñüâëçìá �2 êáé �2 2 NP, �ü�åêáé �1 2 NP.¢óêçóç 9. Íá áðïäåßîå�å ü�é áí äýï êëÜóåéò C êáé C0 åßíáé êëåéó�Ýò ùò ðñïò �çí áíáãùãÞ � ,êáé õðÜñ÷åé Ýíá ðñüâëçìá � ðïõ åßíáé ðëÞñåò �üóï ãéá �ç C üóï êáé ãéá �ç C0 ùò ðñïò �çíáíáãùãÞ � , �ü�å C = C0.¢óêçóç 10. Ó�ï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò (Maximum 2-Satisfiability) äßíå-�áé Ýíá óýíïëï üñùí ' áðï�åëïýìåíùí áðü äéÜæåõîç äýï á�üìùí, êáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüòB > 0. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé áí õðÜñ÷åé áðï�ßìçóç ðïõ éêáíïðïéåß �ïõëÜ÷éó�ïí B üñïõò �ïõ '.Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ðñüâëçìá �çò ÌÝãéó�çò 2-Éêáíïðïéçóéìü�ç�áò åßíáé NP-ðëÞñåò.¢óêçóç 11. ¸íá óýíïëï áíåîáñ�çóßáò (independent set) åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé Ýíá óýíïëï êï-ñõöþí ÷ùñßò áêìÝò ìå�áîý �ïõò. Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ Óõíüëïõ Áíåîáñ�çóßáò (Independent Set),äßíå�áé Ýíá ãñÜöçìá G(V;E) êáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò B > 0. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé áí �ï GðåñéÝ÷åé óýíïëï áíåîáñ�çóßáò ìå �ïõëÜ÷éó�ïí B êïñõöÝò. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï Óýíïëï Áíåîáñ-�çóßáò åßíáé NP-ðëÞñåò.¢óêçóç 12. ¸íá óýíïëï êïñõöþí C åíüò ãñáöÞìá�ïò áðï�åëåß êÜëõììá (vertex over) ü�áíêÜèå áêìÞ Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá Üêñï ó�ï C . Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ Êáëýììá�ïò Êïñõöþí (VertexCover), äßíå�áé Ýíá ãñÜöçìáG(V;E) êáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò B > 0. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé áí �ïG ðåñéÝ÷åé êÜëõììá êïñõöþí ìå �ï ðïëý B êïñõöÝò. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï ÊÜëëõìá Êïñõöþíåßíáé NP-ðëÞñåò.¢óêçóç 13. Íá áðïäåßîå�å ü�é NP � PP. Åéäéêü�åñá, äåäïìÝíçò ìéáò NTM N ðïëõùíõìéêïý÷ñüíïõ ðïõ áðïöáóßæåé ìéá ãëþóóá L, íá êá�áóêåõÜóå�å ìéá NTM N 0 ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ�Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå åßóïäï x, N(x) = ÍÁÉ áí êáé ìüíï áí IPr[N 0(x) = ÍÁÉ℄ > 1=2.�çò L1 êáé ìéáò óõìâïëïóåéñÜò �çò L2. ÔõðéêÜ,L1L2 = fw 2 �� : w = w1w2 ãéá êÜðïéåò óõìâïëïóåéñÝò w1 2 L1 êáé w2 2 L2g23



13 Áí�éó�ïß÷çóç Åëëçíéêþí - Áããëéêþí ¼ñùíC-äýóêïëï ðñüâëçìá C-hard problemC-ðëÞñåò ðñüâëçìá C-omplete problemNP-åíäéÜìåóï ðñüâëçìá NP-intermediate problemÁíáãùãÞ RedutionÁíáãùãÞ ëïãáñéèìéêïý ÷þñïõ Log-spae redutionÁðïäåßê�çò ProverÁðïêñßóéìç ãëþóóá Deidable language¢�ïìï (ëïãéêÞò ðñü�áóçò) LiteralÂÝë�éó�ç ëýóç Optimal solutionÄÝí�ñï õðïëïãéóìïý Computation treeÄéáëïãéêü óýó�çìá áðüäåéîçò Interative proof systemÄõóåðßëõ�ï ðñüâëçìá Intratable problemÅðáëçèåõ�Þò VerifierÅõåðßëõ�ï ðñüâëçìá Tratable problemÅöéê�Þ ëýóç Feasible solutionÉêáíïðïéçóéìü�ç�áò (ðñüâëçìá) Satisfiability Problem, SATÉóïìïñöéóìüò ãñáöçìÜ�ùí Graph IsomorphismÊáèïëéêÞ Ìç÷áíÞ Turing Universal Turing MahineÊëÜóç �ïëõðëïêü�ç�áò Complexity ClassÊùäéêïðïßçóç EnodingÌç áðïêñßóéìç ãëþóóá Undeidable languageÌç í�å�åñìéíéó�éêÞ Ìç÷áíÞ Turing Nondeterministi Turing MahineÌç÷áíÞ Turing Turing Mahine�éèáíï�éêüò áëãüñéèìïò Randomized algorithm�ëçñü�ç�á Completeness�ïëõùíõìéêÜ áðïêñßóéìç ó÷Ýóç Polynomially deidable relation�ïëõùíõìéêÜ éóïññïðçìÝíç ó÷Ýóç Polynomially balaned relation�ïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ Polynomial redution�ñüâëçìá áðüöáóçò Deision problem�ñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò Optimization problem�ñüâëçìá �ëáíüäéïõ �ùëç�Þ Traveling Salesperson Problem�ñüâëçìá Óõí�ïìü�åñïõ Ìïíïðá�éïý Shortest Path Problem�ñüâëçìá Ôåñìá�éóìïý Halting ProblemÓõæåõê�éêÞ ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ Conjuntive Normal Form, CNFÓõìâïëïóåéñÜ StringÓõìðëÞñùìá ComplementÓõíáñ�Þóåéò ìïíÞò êá�åýèõíóçò One-way funtionsÓõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò Transition funtionÔõðéêÞ ãëþóóá Formal languageÕðïëïãéó�Þ Þ õðïëïãßóéìç ãëþóóá Computable languageÕðïëïãéó�éêÞ �ïëõðëïêü�ç�á Computational ComplexityÕðïëïãéó�ü�ç�á Þ õðïëïãéóéìü�ç�á ComputabilityÖñÜóç (ëïãéêÞò ðñü�áóçò) Clause×ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á Time omplexity×ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á Spae omplexity24
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