ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ

ÔÌÇÌÁ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÊÁÉ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ

ÔÏÌÅÁÓ ÔÅŒÍÏËÏÃÉÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ ÊÁÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÅÑÃÁÓÔÇÑÉÏ ËÏÃÉÊÇÓ ÊÁÉ ÅÐÉÓÔÇÌÇÓ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÙÍ (CoReLab)

ÁËÃÏÑÉÈÌÉÊÅÓ ÔÅŒÍÉÊÅÓ ÓÔÇ ÈÅÙÑÉÁ ÐÏËÕÐËÏÊÏÔÇÔÁÓ

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ ôïõ ÅõÜããåëïõ Ã. ÌðáìðÜ

ÅðéâëÝðùí: ÓôÜèçò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ

ÁèÞíá, Ïêôþâñéïò 2004

ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ ÔÌÇÌÁ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÊÁÉ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÔÏÌÅÁÓ ÔÅŒÍÏËÏÃÉÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ ÊÁÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÅÑÃÁÓÔÇÑÉÏ ËÏÃÉÊÇÓ ÊÁÉ ÅÐÉÓÔÇÌÇÓ ÕÐÏ- ËÏÃÉÓÌÙÍ (CoReLab)

ÁËÃÏÑÉÈÌÉÊÅÓ ÔÅŒÍÉÊÅÓ ÓÔÇ ÈÅÙÑÉÁ ÐÏËÕÐËÏÊÏÔÇÔÁÓ

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ ôïõ ÅõÜããåëïõ Ã. ÌðáìðÜ

ÅðéâëÝðùí: ÓôÜèçò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ ÅãêñSSèçêå áðü ôçí ôñéìåëÞ åîåôáóôéêÞ åðéôñïðÞ ôçí 4-10-2004.

........................................

ÓôÜèçò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ

........................................

Öþôù ÁöñÜôç ÊáèçãÞôñéá ÅÌÐ

........................................ Íéêüëáïò Ðáðáóðýñïõ ËÝêôïñáò ÅÌÐ

ÁèÞíá, Ïêôþâñéïò 2004.

................................... ÅõÜããåëïò Ã. ÌðáìðÜò Äéðëùìáôïýœïò Çëåêôñïëüãïò Ìçœáíéêüò êáé Ìçœáíéêüò Õðïëïãéóôþí ÅÌÐ

Copyright © ÅõÜããåëïò Ã. ÌðáìðÜò, 2004. Ìå åðéöýëáîç ðáíôüò äéêáéþìáôïò. All rights reserved.

Áðáãïñåýåôáé ç áíôéãñáöÞ, áðïèÞêåõóç êáé äéáíïìÞ ôçò ðáñïýóáò åñãáóSSáò, åî ïëïêëÞñïõ Þ ôìÞìáôïò áõôÞò, ãéá åìðïñéêü óêïðü. ÅðéôñÝðåôáé ç áíáôýðùóç, áðïèÞêåõóç êáé äéáíïìÞ ãéá óêïðü ìç êåñäïóêïðéêü, åêðáéäåõôéêÞò Þ åñåõíçôéêÞò öýóçò, õðü ôçí ðñïûðüèåóç íá áíáöÝñåôáé ç ðçãÞ ðñïÝëåõóçò êáé íá äéáôçñåSSôáé ôï ðáñüí ìÞíõìá. ÅñùôÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôç œñÞóç ôçò åñãáóSSáò ãéá êåñäïóêïðéêü óêïðü ðñÝðåé íá áðåõèýíïíôáé ðñïò ôïí óõããñáöÝá.

Ïé áðüøåéò êáé ôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ ðåñéÝœïíôáé óå áõôü ôï Ýããñáöï åêöñÜæïõí ôïí óõããñáöÝá êáé äåí ðñÝðåé íá åñìçíåõèåSS üôé áíôéðñïóùðåýïõí ôéò åðSSóçìåò èÝóåéò ôïõ Åèíéêïý Ìåôóüâéïõ ÐïëõôåœíåSSïõ.

ÐåñSSëçøç

Óêïðüò ôçò ðáñïýóáò åñãáóSSáò åSSíáé ç ìåëÝôç êáé ðáñïõóSSáóç ôåœíéêþí ðïõ Ýœïõí œñçóéìïðïéçèåSS ãéá ôçí áðüäåéîç áðïôåëåóìÜôùí óôï áíôéêåSSìåíï ôçò èåùñSSáò ðïëõðëïêüôçôáò. Ïé ôåœíéêÝò áõôÝò åSSíáé êáôÜ âÜóç áëãïñéèìéêÝò, áöïý ôï õðïêåSSìåíï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï åSSíáé ðÜíôá ç ìçœáíÞ Turing.

Áõôï-áíáãùãÞ ÄéåñåõíÜôáé ç äõóêïëSSá ôùí áñáéþí êáé ìïíïóõìâïëéêþí ãëùóóþí ùò ðñïò ôéò êëÜóåéò NP êáé coNP. Ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá åSSíáé üôé áí ìSSá áñáéÞ ãëþóóá åSSíáé NP-≤^p_{btt}-äýóêïën, ôüôå P = NP.

ÓõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ÅîåôÜæåôáé ç ôåœíéêÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò. Áðü ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ðñïêýðôåé üôé áí õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò, ôüôå õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ðïõ Ýœïõí áõîçìÝíç áóöÜëåéá êáé ïñéóìÝíåò åðéèõìçôÝò áëãåâñéêÝò éäéüôçôåò.

ÔïõñíïõÜ êáé çìéáðïäïôéêïSS õðïëïãéóìïSS Œñçóéìïðïéþíôáò äýï áðïôåëÝóìáôá áðü ôç èåùñSSá ãñáöçìÜôùí, áðïäåéêíýåôáé üôé ôá çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôÜ óýíïëá ìðïñïýí íá áðïöáóéóôïýí ìå ìéêñü ìÞêïò óõìâïõëÞò. Ôï êõñSSùò áðïôÝëåóìá ôïõ êåöáëáSSïõ åSSíáé üôé áí ìðïñïýìå íá áðïìïíþóïõìå ìSSá ôéìÞ ìSSáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò óõíÜñôçóçò, ôüôå ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá êáôáññÝåé óôï äåýôåñï åðSSðåäï.

ÅëÜôôùóç ìáñôýñùí ÐáñïõóéÜæåôáé ìSSá èåùñSSá ãéá ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôçò êëÜóçò #P, ç ïðïSSá Ýœåé ïìïéüôçôåò ìå ôç èåùñSSá ôçò NPðëçñüôçôáò. Ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé åSSíáé åîáéñåôéêÜ áðSSèáíï ç #P íá åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç Þ äéáSSñåóç.

ËÝîåéò êëåéäéÜ: áõôï-áíáãùãÞ, áñáéÜ óýíïëá, øáëSSäéóìá äÝíôñïõ áõôïáíáãùãÞò, áñéóôåñü óýíïëï, óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò, éóœõñÞ ìç áíôéóôñåøéìüôçôá, çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôÜ óýíïëá, ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò, åëÜôôùóç ìáñôýñùí, ðëÞñåéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò.

Abstract

The aim of this thesis is to study and present certain techniques that have been used in the proofs of complexity-theoretic results. Those techniques are inherently algorithmic, since the underlying computational model is always the Turing machine.

Self-reducibility The hardness of sparse and tally languages for the classes NP and coNP is investigated. The main result is that if a sparse language is NP-≤^p_{btt}-hard, then P = NP.

One-way functions We survey the one-way function technique. The application of this method yields the result that if there exist one-way functions, then there exist one-way functions which possess increased security and certain desired algebraic properties.

Tournaments and semi-feasible computation Two graph-theoretic results allow us to prove that semi-feasible sets can be decided with small length of advice. The central result of this chapter is that if we can isolate a single value of a non-deterministic function then the polynomial hierarchy collapses at the second level.

Witness reduction A theory for the closure properties of #P is put forth, which bears some resemblance to the theory of NP-completeness. It is proved highly improbable that #P is closed under proper subtraction or integer division.

Keywords: self-reducibility, sparse sets, self-reducibility tree pruning, left set, one-way functions, strong non-invertibility, semi-feasible sets, nondeterministic functions, witness reduction, complete closure properties.

óôï ÍSSêï ÁëåîÜêç

ÅõœáñéóôSSåò

Èá Þèåëá íá åõœáñéóôÞóù ôçí ïéêïãÝíåéÜ ìïõ ãéá ôçí ðáéäåSSá êáé ôï ãüíéìï ðåñéâÜëëïí ðïõ êáôüñèùóå íá ìïõ ðñïóöÝñåé. Ôïõò êáèçãçôÝò ìïõ ÓôÜèç ÆÜœï ãéá ôïí åíèïõóéáóìü ðïõ ìïõ ìåôÝäùóå ãéá ôç èåùñçôéêÞ ðëçñïöïñéêÞ êáé ÍSSêï Ðáðáóðýñïõ ãéá ôçí Üøïãç óõíåñãáóSSá êáé ôçí áíåêôéêüôçôÜ ôïõ, êáé ôçí êáèçãÞôñéÜ ìïõ Öþôù ÁöñÜôç ãéá ôçí õðïóôÞñéîÞ ôçò óå üëá ôá œñüíéá ôùí óðïõäþí ìïõ. ĳëá ôá ìÝëç ôïõ ÅñãáóôçñSSïõ ËïãéêÞò êáé ÅðéóôÞìçò Õðïëïãéóìþí ãéá ôï öéëéêüôáôï êëSSìá ðïõ Ýœïõí äçìéïõñãÞóåé óôçí ïìÜäá. ĳëá ôá ìÝëç ôïõ ÅñãáóôçñSSïõ ÔåœíïëïãSSáò Ëïãéóìéêïý ãéáôSS ìå êñáôïýóáí ðÜíôïôå óå åãñÞãïñóç. ÔÝëïò, ôïí ÉóSSäùñï ÓéäåñÞ ðïõ åSSœå ôçí õðïìïíÞ íá åíôïðSSóåé ðïëëÜ ôðïãñáöéêÜ ëÜèç, áëëÜ êáé ôï ŒñõóÜöç Óôáìïýäç ðïõ ðáñåíÝâç óå ìSSá êñSSóéìç êáìðÞ ôçò óõããñáöÞò ôçò åñãáóSSáò.

Ðåñéåœüìåíá

ÐåñSSëçøç 5

Abstract 6

ÅõœáñéóôSSåò 9

Ðåñéåœüìåíá 11

ÊáôÜëïãïò ÁëãïñSSèìùí 15

1 ÅéóáãùãÞ óôç ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò 19 1.1 Ç èÝóç ôïõ Church . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.2 Ç ìçœáíÞ Turing êáé ðáñáëëáãÝò . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.3 ÊùäéêïðïSSçóç ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò . . . . . . . . . . . . . . 27 1.4 Ïé êëÜóåéò P, NP. ÐïëõùíõìéêÝò áíáãùãÝò êáé NP-ðëçñüôçôá 32 1.5 ÐåñéïñéóìïSS œþñïõ. Ïé êëÜóåéò PSPACE, NPSPACE . . . . 37 1.5.1 Ôï ðñüâëçìá QBF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2 Áõôï-áíáãùãÞ 41 2.1 ÅéóáãùãéêÜ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.1.1 ÕðïëïãéóìïSS ìå ìáíôåSSï . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.1.2 Ïñéóìüò ôçò áõôï-áíáãùãÞò . . . . . . . . . . . . . . . 44 2.1.3 ÁñáéÜ óýíïëá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 2.2 Ç ôåœíéêÞ ôïõ øáëéäSSóìáôïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 2.2.1 NP-äýóêïëåò ìïíïóõìâïëéêÝò ãëþóóåò . . . . . . . . . 49

2.2.2 coNP-äýóêïëåò áñáéÝò ãëþóóåò . . . . . . . . . . . . . 52 2.2.3 ÐáñáôçñÞóåéò êáé Üëëåò åöáñìïãÝò ôçò ôåœíéêÞò ôïõ øáëéäéóìïý . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.3 Ç ôåœíéêÞ ôïõ áñéóôåñïý óõíüëïõ . . . . . . . . . . . . . . . . 58 2.3.1 ÂáóéêÝò Ýííïéåò êáé ïñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . 59 2.3.2 NP-≤^p_{btt}-äýóêïëåò áñáéÝò ãëþóóåò . . . . . . . . . . . 67

3 ÓõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò 83 3.1 ¿ðáñîç óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò . . . . . . . . . . . . 84 3.1.1 ÁðïóáöÞíéóç ôùí åííïéþí . . . . . . . . . . . . . . . . 84 3.1.2 Ç ôåœíéêÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò . . . . 85 3.2 ÿíá-ðñïò-Ýíá êáé k-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò . 89 3.2.1 ÕðïëïãéóìïSS ðåñéïñéóìÝíçò áìöéóçìSSáò . . . . . . . . . 90 3.2.2 ÁìöéìïíïóÞìáíôåò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò . . 93 3.2.3 ÓõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò öñáãìÝíçò áìöéóçìSSáò 95 3.3 ÓõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá . . . . . . . . 97

4 ÔïõñíïõÜ êáé çìéáðïäïôéêïSS õðïëïãéóìïSS 109 4.1 ÅéóáãùãéêÜ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 4.1.1 ÕðïëïãéóìïSS ìå óõìâïõëÝò . . . . . . . . . . . . . . . . 110 4.1.2 ÇìéáðïäïôéêïSS õðïëïãéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . 112 4.1.3 ÔïõñíïõÜ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 4.2 ÓõìâïõëÝò ãéá çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôÜ óýíïëá . . . . . . . 117 4.3 Áðïìüíùóç ôéìþí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí óõíáñôÞóåùí . . . . . . 122 4.3.1 Ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 4.3.2 Ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ãåíéêåýóåéò ôçò P-sel 124 4.3.3 ÄõóêïëSSá åýñåóçò ìïíáäéêþí ëýóåùí . . . . . . . . . . 127

5 ÅëÜôôùóç ìáñôýñùí 135 5.1 ÅéóáãùãéêÜ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 5.1.1 ÕðïëïãéóìïSS ìå âÜóç ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí . . . . . 136 5.1.2 Ïé êëÜóåéò #P, OptP . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

5.2 ÊáôçãïñéïðïSSçóç ôùí éäéïôÞôùí êëåéóôüôçôáò . . . . . . . . . . 139 5.3 Êëåéóôüôçôá ôçò #P ùò ðñïò áöáSSñåóç . . . . . . . . . . . . . 142 5.4 ÅíäéÜìåóåò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôçò #P . . . . . . . . . . . 149 5.5 Êëåéóôüôçôá ôçò OptP ùò ðñïò áöáSSñåóç . . . . . . . . . . . . 156

ÂéâëéïãñáöSSá 161

14 ÐÅÑÉÅŒÏÌÅÍÁ

ÊáôÜëïãïò ÁëãïñSSèìùí

1 ÅîïìïSSùóç ôçò NTM M áðü ôçí OTM M_0 . . . . . . . . . . . 43 2 Áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôï SAT, ìå ìáíôåSSï SAT êáé åñùôÞóåéò ìå ìéêñüôåñï ìÞêïò áðü ôçí åSSóïäï 49 3 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï SAT, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.1 . . . . . . . . . . . 50 4 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï SAT, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.4 . . . . . . . . . . . 53 5 ÔñïðïðïéçìÝíïò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï SAT, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.4, þóôå íá öôÜíåé ìÝœñé ôï ôåëåõôáSSï åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ áõôïáíáãùãÞò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 6 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï óýíïëï^{A;p}Left, üðïõ A ∈ P êáé p ðïëõþíõìï . . . . . . . . . . 65 7 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ìSSá áõèáSSñåôç ãëþóóá L ∈ NP, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 8 Ç äéáäéêáóSSá SUPPLYMAXWITNESS, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 9 Ç äéáäéêáóSSá CULL, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 74 10 Ç äéáäéêáóSSá AUX REF0, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 11 Ç äéáäéêáóSSá AUX REF1, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

12 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôï óýíïëï prefix-inv(f), üðïõ ç f åSSíáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 13 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ õðïëïãSSæåé ôçí áíôSSóôñïöç ìSSáò óõíÜñôçóçò ìïíÞò êáôåýèõíóçò, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1.4 . . . . . . . . . . . 88 14 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ìSSá ãëþóóá A ∈ UP \ P, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2.10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 15 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ìSSá ãëþóóá L(N) ∈ NP \ P, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç óõíÜñôçóç f ôïõ èåùñÞìáôïò 3.3.9 äåí åSSíáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 16 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôïí åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí ãéá ìSSá NP ãëþóóá ðïõ Ýœåé NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 4.3.9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 17 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí ãéá ìSSá NP ãëþóóá ðïõ Ýœåé NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 4.3.9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 18 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäåéêíýåé üôé {⟨x; n⟩ : f(x) ≥ n} ∈ PP üðïõ f ∈ #P, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.1 . . . . . . . . . . . . . . . 145 19 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x ðáñÜãåé áêñéâþò op(f(x); g(x)) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé (f; g ∈ #P êáé op åSSíáé áõèáSSñåôç ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç), ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.1 147 20 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäåéêíýåé üôé SPP ⊆ ⊕P, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 5.4.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

21 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x ðáñÜãåé ìïíïðÜôéá ôùí ïðïSSùí ç ìÝãéóôç ôéìÞ åîüäïõ åSSíáé áêñéâþò op(f(x); g(x)) (f; g ∈ OptP êáé op åSSíáé áõèáSSñåôç ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç), ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 5.5.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

18 ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÁËÃÏÑÉÈÌÙÍ

ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ óôç ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò

1.1 Ç èÝóç ôïõ Church

Óôçí áñœÞ ôïõ åéêïóôïý áéþíá, ï ìáèçìáôéêüò David Hilbert Ýèåóå óôç ìáèçìáôéêÞ êïéíüôçôá 23 ðñïâëÞìáôá ùò ðñüêëçóç ãéá ôï íÝï áéþíá. Ôï 10ï áðü áõôÜ æçôïýóå ôçí åýñåóç ìéáò õðïëïãéóôéêÞò äéáäéêáóSSáò ìÝóù ôçò ïðïSSáò ìðïñåSS íá áðïöáóéóôåSS ìå ðåðåñáóìÝíï áñéèìü âçìÜôùí áí Ýíá äïóìÝíï ðïëõþíõìï ðïëëþí ìåôáâëçôþí Ýœåé áêÝñáéá ñSSæá. Ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïSSï Ýèåóå ôï ðñüâëçìá ï Hilbert õðïíïïýóå üôé Þôáí âÝâáéï ðùò ìéá ôÝôïéá äéáäéêáóSSá õðÜñœåé, áðëÜ Ýðñåðå êÜðïéïò íá ôçí áíáêáëýøåé.

ĳðùò åSSíáé óÞìåñá ãíùóôü áðü ôç äïõëåéÜ ôïõ Yuri Matijasevi»c (ï ïðïSSïò óôçñSSœèçêå óå áðïôåëÝóìáôá ôùí Davis, Putnam, Robinson), äåí õðÜñœåé áëãüñéèìïò ðïõ íá ëýíåé ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Ïé ìáèçìáôéêïSS, ìÝœñé ôç äåêáåôSSá ôïõ 1930, åSSœáí ìSSá åíôåëþò äéáéóèçôéêÞ áíôSSëçøç ôçò Ýííïéáò ôïõ áëãïñSSèìïõ, ùò ìéáò äéáäéêáóSSáò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé ìå áðëÝò êáé óáöþò ïñéóìÝíåò ïäçãSSåò ãéá ôçí åðSSëõóç åíüò ðñïâëÞìáôïò. ÌSSá ôÝôïéá áíôSSëçøç SSóùò åSSíáé áñêåôÞ ãéá íá åðéôñÝðåé óå êÜðïéïí íá äéáôõðþíåé êáé íá áíáãíùñSSæåé áëãïñSSèìïõò, üìùò äåí åSSíáé áñêåôÜ âáèéÜ þóôå íá ìðïñÝóåé íá óôçñéœôåSS êáíåSSò óå áõôÞ ãéá íá áðïäåSSîåé üôé äåí õðÜñœåé áëãüñéèìïò ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Ï Matijasevi»c ôï 1970 åSSœå óôá œÝñéá ôïõ Ýíáí ôõðéêü ïñéóìü ôïõ áëãïñSSèìïõ ðïõ Ýäùóáí ôï 1936 ï Alonzo Church (ìå âÜóç ôïí –-ëïãéóìü) êáé ï Alan Turing (ìå âÜóç ôéò \ìçœáíÝò" ôïõ). Ïé äýï ïñéóìïSS áðïäåSSœèçêáí éóïäýíáìïé.

Ï –-ëïãéóìüò êáé ïé ìçœáíÝò Turing åSSíáé äýï ìüíï áðü ôá ðïëëÜ õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá ðïõ ìðïñïýí íá œñçóéìïðïéçèïýí ãéá íá ðåñéãñÜøïõí Ýíáí áëãüñéèìï. Ôï ãåãïíüò üôé áðïäåSSœèçêáí éóïäýíáìá äåí åSSíáé ôõœáSSï. ćëëá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá ðïõ ìðïñïýí íá áðïäåéœèïýí éóïäýíáìá ìå ôá ðáñáðÜíù (Üñá êáé ìåôáîý ôïõò) ðåñéëáìâÜíïõí ôéò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý PASCAL, C, assembly, ôç óõíäõáóôéêÞ ëïãéêÞ, semi-Thue processes, ìåñéêÝò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò, óœÞìáôá McCarthy êáé ðïëëÜ Üëëá. Ôï áSSôçìá üôé üëá ôá \ëïãéêÜ" õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá ðïõ õðÜñœïõí Þ ðñüêåéôáé íá õðÜñîïõí åSSíáé ìåôáîý ôïõò ìçœáíéóôéêÜ éóïäýíáìá åSSíáé ãíùóôü ùò èÝóç ôïõ Church. Ôá ìïíôÝëá áõôÜ åSSíáé éóïäýíáìá ìå ôçí Ýííïéá üôé ïé áëãüñéèìïé ðïõ ìðïñïýí íá ðåñéãñáöïýí ìå ôï êáèÝíá áðü áõôÜ åðéëýïõí ôçí SSäéá êëÜóç ðñïâëçìÜôùí. ÌÜëéóôá åSSíáé ìçœáíéóôéêÜ éóïäýíáìá, äçëáäÞ õðÜñœåé ðñüãñáììá (compiler) ðïõ äÝœåôáé ùò åSSóïäï ôçí ðåñéãñáöÞ áëãïñSSèìïõ óå Ýíá áðü áõôÜ ôá ìïíôÝëá êáé ðáñÜãåé ùò Ýîïäï ôïí éóïäýíáìï áëãüñéèìï óå êÜðïéï Üëëï ìïíôÝëï. Ôá \ëïãéêÜ" ìïíôÝëá üðùò áõôÜ ðïõ áíáöÝñáìå Ýœïõí ïñéóìÝíá êïéíÜ óçìåSSá, üðùò åSSíáé ç íôåôåñìéíéóôéêÞ õðïëïãéóôéêÞ áêïëïõèSSá óå äéáêñéôÜ âÞìáôá, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï åíôïëþí êáé ðñüóâáóç óå áðåñéüñéóôç ìíÞìç.

1.2 Ç ìçœáíÞ Turing êáé ðáñáëëáãÝò

Ãéá íá öôÜóåé óôïí ïñéóìü ôçò ìçœáíÞò ôïõ, ï Turing êéíÞèçêå áöáéñåôéêÜ ìå âÜóç ôïí ôñüðï ðïõ èá óõìðåñéöåñüôáí Ýíáò Üíèñùðïò áí åêôåëïýóå ìå ìïëýâé êáé œáñôSS ôá âÞìáôá åíüò íôåôåñìéíéóôéêïý áëãïñSSèìïõ. ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, èåþñçóå üôé ôï œáñôSS ðïõ œñçóéìïðïéåSS ï Üíèñùðïò äåí åSSíáé åðSSðåäï áëëÜ ãñáììéêü, üðùò ç œáñôïôáéíSSá óå ìéá áñéèìïìçœáíÞ. Ïé ëåéôïõñãSSåò ðïõ åêôåëåSS ï Üíèñùðïò üôáí õðïëïãSSæåé åSSíáé ïõóéáóôéêÜ áõôÝò ôçò ðáñáôÞñçóçò ïñéóìÝíùí óõìâüëùí ôïõ œáñôéïý êáé ôçò åããñáöÞò íÝùí óõìâüëùí ðÜíù óå áõôü. ÅðSSóçò œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ï Üíèñùðïò ðáñáôçñåSS ìüíï Ýíá óýìâïëï êÜèå öïñÜ, åöüóïí ïðïéáäÞðïôå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá óõìâüëùí ìðïñåSS íá èåùñçèåSS ùò Ýíá ìïíáäéêü õðåñ-óýìâïëï. Ôï ôåëåõôáSSï óôÜäéï ôçò áöáSSñåóçò åSSíáé íá èåùñÞóïõìå üôé ç ðñïóïœÞ ôïõ áíèñþðïõ ìåôáôïðSSæåôáé áðü ôï ôñÝœïí óýìâïëï óå êÜðïéï áìÝóùò äéðëáíü óýìâïëï ðÜíù óôï ãñáììéêü œáñôSS. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï íá êïéôÜîåé êáíåSSò ôñSSá óýìâïëá ðéï äåîéÜ åSSíáé ïõóéáóôéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï íá êïéôÜîåé Ýíá óýìâïëï äåîéÜ ôñåéò öïñÝò äéáäïœéêÜ.

Ç ìçœáíÞ Turing ëïéðüí åSSíáé ìéá ìçœáíéêÞ óõóêåõÞ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôá åîÞò: ìéá œáñôïôáéíSSá ðïõ åSSíáé œùñéóìÝíç óå êåëéÜ êáé ìðïñåSS íá ðñïåêôåSSíåôáé áðåñéüñéóôá êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò, êáé ìSSá êåöáëÞ ðïõ ìðïñåSS íá äéáâÜæåé Ýíá óýìâïëï áðü ôï ôñÝœïí êåëSS, íá ãñÜöåé Ýíá óýìâïëï óå áõôü Þ íá ìåôáêéíåSSôáé áðü Ýíá êåëSS óå êÜðïéï äéðëáíü (áñéóôåñÜ Þ äåîéÜ). Ç ìçœáíÞ âñSSóêåôáé óå êÜèå óôéãìÞ óå êÜðïéá åóùôåñéêÞ êáôÜóôáóç, êáé ìðïñåSS íá áëëÜæåé êáôÜóôáóç áíÜëïãá ìå ôï óýìâïëï ðïõ äéáâÜæåé áðü ôï ôñÝœïí êåëSS. Ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí êáôáóôÜóåùí åSSíáé ðåðåñáóìÝíï. Ï óõíäõáóìüò ôïõ óõìâüëïõ ðïõ äéáâÜæåôáé áðü ôï ôñÝœïí êåëSS êáé ôçò ôñÝœïõóáò åóùôåñéêÞò êáôÜóôáóçò ôçò ìçœáíÞò êáèïñSSæåé ôçí åðüìåíç åíÝñãåéÜ ôçò, ðïõ ìðïñåSS íá åSSíáé ìSSá áðü ôéò áêüëïõèåò (ìå âÜóç ôçí áöáSSñåóç ôïõ Turing):

• åããñáöÞ íÝïõ óõìâüëïõ óôï ôñÝœïí êåëSS

• ìåôáêSSíçóç êáôÜ Ýíá êåëSS áñéóôåñÜ

• ìåôáêSSíçóç êáôÜ Ýíá êåëSS äåîéÜ

ÌåôÜ áðü êÜèå åíÝñãåéá, ç ìçœáíÞ ìðïñåSS íá áëëÜîåé Þ íá äéáôçñÞóåé ôçí åóùôåñéêÞ ôçò êáôÜóôáóç.

ÓõìâïëSSæïõìå ôéò êáôáóôÜóåéò ôçò ìçœáíÞò Turing ìå ôá óôïéœåSSá åíüò ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ Q = {q_1; q_2; : : : ; q_m} êáé ôá óýìâïëá ðïõ ìðïñåSS íá âñSSóêïíôáé óôá êåëéÜ ôçò ôáéíSSáò ìå ôá óôïéœåSSá åíüò åðSSóçò ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ S = {s_0; s_1; s_2; : : : ; s_r}. Ôï óýìâïëï s_0 áíáðáñéóôÜ ôï êåíü. Ôï ðñüãñáììá ìSSáò ìçœáíÞò Turing åSSíáé Ýíá óýíïëï ôåôñÜäùí. ÊÜèå ôåôñÜäá Ýœåé ìSSá áðü ôéò áêüëïõèåò ìïñöÝò:

1. q_i s_j s_k q_l

2. q_i s_j R q_l

3. q_i s_j L q_l

ÌSSá ôåôñÜäá ôçò ìïñöÞò 1 óçìáSSíåé üôé áí ç ìçœáíÞ âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q_i êáé äéáâÜóåé áðü ôï ôñÝœïí êåëSS ôï óýìâïëï s_j , ôüôå ãñÜöåé óôï ôñÝœïí êåëSS ôï óýìâïëï s_k êáé ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç q_l. ÌSSá ôåôñÜäá ôçò ìïñöÞò 2 óçìáSSíåé üôé áí ç ìçœáíÞ âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q_i êáé äéáâÜóåé áðü ôï ôñÝœïí êåëSS ôï óýìâïëï s_j, ôüôå ìåôáêéíåSSôáé êáôÜ Ýíá êåëSS äåîéÜ (ôï ïðïSSï ãSSíåôáé ôñÝœïí êåëSS) êáé ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç q_l. ÁíôSSóôïéœá, ìSSá ôåôñÜäá ôçò ìïñöÞò 3 óçìáSSíåé üôé áí ç ìçœáíÞ âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q_i êáé äéáâÜóåé áðü ôï ôñÝœïí êåëSS ôï óýìâïëï s_j , ôüôå ìåôáêéíåSSôáé êáôÜ Ýíá êåëSS áñéóôåñÜ êáé ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç q_l.

Èåùñïýìå üôé áñœéêÞ êáôÜóôáóç ôçò ìçœáíÞò Turing åSSíáé ç êáôÜóôáóç q_1. Áêüìç, áí ç ìçœáíÞ âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q_i ìå ôñÝœïí óýìâïëï s_j áëëÜ äåí õðÜñœåé ôåôñÜäá óôï ðñüãñáììá ôçò ìçœáíÞò ðïõ íá áñœSSæåé ìå q_i s_j , ïñSSæïõìå üôé ç ìçœáíÞ Turing óôáìáôÜåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò. ÅðéâÜëëïõìå áêüìç óôï ðñüãñáììá ôçò ìçœáíÞò Turing ôïí ðåñéïñéóìü üôé äåí ìðïñåSS íá ðåñéëáìâÜíåé äýï ôåôñÜäåò ðïõ íá îåêéíïýí ìå ôï SSäéï æåýãïò q_i s_j , åîáóöáëSSæïíôáò üôé ç ìçœáíÞ äåí Ýœåé ðïôÝ íá åðéëÝîåé áíÜìåóá óå äýï Þ ðåñéóóüôåñåò Ýãêõñåò åíÝñãåéåò. ÏõóéáóôéêÜ äçëáäÞ ôï ðñüãñáììá êáèïñSSæåé ìéá óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ‹ : Q × S → (S ∪ {L; R}) × Q, ìå ôç óçìáóéïëïãSSá ðïõ åîçãÞóáìå ðáñáðÜíù. ÌSSá ìçœáíÞ Turing ôçò ïðïSSáò ôï ðñüãñáììá ôçñåSS áõôüí ôïí ðåñéïñéóìü ëÝãåôáé êáé íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing (DTM).

Ç åSSóïäïò ìéáò ìçœáíÞò Turing åSSíáé ìSSá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá óõìâüëùí áðü ôï S \ {s_0}. Èåùñïýìå üôé ç áêïëïõèSSá áõôÞ åSSíáé Þäç ãñáììÝíç óôçí ôáéíSSá óå óõíåœüìåíåò èÝóåéò ðñïôïý áñœSSóåé ç åêôÝëåóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò êáé üëåò ïé õðüëïéðåò èÝóåéò ðåñéÝœïõí ôï óýìâïëï ôïõ êåíïý s_0. Ç êåöáëÞ áñœéêÜ âñSSóêåôáé óôï êåëSS áìÝóùò áñéóôåñÜ áðü ôï ðñþôï óýìâïëï ôçò åéóüäïõ êáé ç ìçœáíÞ, üðùò Ýœïõìå ðåé, âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q_1. Óõíåðþò ç ðñþôç ìåôÜâáóç ôçò ìçœáíÞò èá êáèïñéóôåSS áðü ôçí ôåôñÜäá ðïõ îåêéíÜåé ìå q_1 s_0. Ç Ýîïäïò ôçò ìçœáíÞò Turing åSSíáé ç áêïëïõèSSá óõìâüëùí ðïõ ðñïêýðôåé áí, üôáí ôåñìáôéóôåSS ç åêôÝëåóÞ ôçò, áãíïÞóïõìå üëá ôá êåíÜ êáé óõìðôÞîïõìå ôá õðüëïéðá óýìâïëá óå ìSSá áêïëïõèSSá ìå ôç óåéñÜ ðïõ åSSíáé ãñáììÝíá óôçí ôáéíSSá^1.

ÏñSSæïõìå ùò óôéãìéüôõðï ôçò ìçœáíÞò Turing ôï ðåñéåœüìåíï ôçò ôáéíSSáò, ôç èÝóç óôçí ïðïSSá âñSSóêåôáé ç êåöáëÞ êáé ôçí åóùôåñéêÞ êáôÜóôáóç ôçò ìçœáíÞò óå äåäïìÝíç óôéãìÞ ôçò åêôÝëåóçò ôïõ ðñïãñÜììáôïò. Áíáðáñéóôïýìå Ýíá óôéãìéüôõðï ãñÜöïíôáò åêåSSíï ôï ìÝñïò ôçò ôáéíSSáò ðïõ ðåñéÝœåé ðåðåñáóìÝíï áñéèìü óôïéœåSSùí ôïõ S \ {s_0}, âÜæïíôáò óå áãêýëåò ôï óýìâïëï ôïõ ôñÝœïíôïò êåëéïý êáé äSSíïíôáò óå ðáñÝíèåóç ôçí ôñÝœïõóá êáôÜóôáóç, ð.œ.:

: : : s_0 s_0 s_3 s_1 s_0 [s_1] s_0 s_2 s_0 s_0 : : : (q_4)

ÐáñÜäåéãìá Åöüóïí ç ìçœáíÞ Turing åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôá õðüëïéðá õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá, ðåñéìÝíåé êáíåSSò üôé èá åSSíáé óå èÝóç íá õðïëïãSSóåé êáé áðëÝò áñéèìçôéêÝò óõíáñôÞóåéò. ÁðïìÝíåé íá äïýìå êáôÜ ðüóï åSSíáé åýêïëç ç õëïðïSSçóç ìSSáò ôÝôïéáò óõíÜñôçóçò ìå ðñüãñáììá ìçœáíÞò Turing. Œñçóéìïðïéïýìå ãéá åõêïëSSá ôçí unary áíáðáñÜóôáóç áñéèìþí, üðïõ êÜèå áêÝñáéïò n ≥ 0 áíáðáñSSóôáôáé ìå ìSSá áêïëïõèSSá n + 1 SSäéùí óõìâüëùí. Èá äþóïõìå óôç óõíÝœåéá Ýíá ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãSSæåé ôç óõíÜñôçóç f(x) = ⌊^x_2 ⌋, ãéá áêÝñáéï x ≥ 0.

ÿóôù ôï óýíïëï êáôáóôÜóåùí Q = {q_1; q_2; q_3; q_4} êáé ôï óýíïëï óõìâüëùí S = {s_0; s_1}. Ôï ðñüãñáììá ìçœáíÞò Turing ãéá ôçí ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç äSSíåôáé áðü ôéò åîÞò ôåôñÜäåò:

q_1 s_0 R q_2

q_2 s_0 R q_5 q_2 s_1 R q_3 q_3 s_0 R q_5

1Èá ìðïñïýóáìå íá ïñSSóïõìå ðéï áõóôçñÜ, üôé ç ìçœáíÞ ðñÝðåé íá ôåñìáôSSæåé ìå ôçí êåöáëÞ íá âñSSóêåôáé óôï êåíü áìÝóùò áñéóôåñÜ áðü ôïí ðñþôï œáñáêôÞñá ôçò åîüäïõ êáé íá ìçí õðÜñœïõí êåíÜ ìåôáîý ôùí óõìâüëùí ôçò áêïëïõèSSáò åîüäïõ.

q_3 s_1 s_0 q_4 q_4 s_0 R q_2 Ôçí ðëçñïöïñSSá áõôÞ ìðïñïýìå íá ôçí áíáðáñáóôÞóïõìå êáé ìå ôç ìïñöÞ ôïõ ðSSíáêá ìåôÜâáóçò.

ÊáôÜóôáóç Óýìâïëï q_1 q_2 q_3 q_4 q_5 s_0 R q_2 R q_5 R q_5 R q_2 s_1 R q_3 s_0 q_4 Ç áêïëïõèSSá äéáäïœéêþí óôéãìéïôýðùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ f(5) = 2 äSSíåôáé ðáñáêÜôù (ç åSSóïäïò áíáðáñSSóôáôáé áðü Ýîé óõíåœüìåíá óýìâïëá s_1, ìå âÜóç ôçí unary áíáðáñÜóôáóç). : : : s_0 [s_0] s_1 s_1 s_1 s_1 s_1 s_1 s_0 s_0 : : : (q_1) : : : s_0 s_0 [s_1] s_1 s_1 s_1 s_1 s_1 s_0 s_0 : : : (q_2) : : : s_0 s_0 s_1 [s_1] s_1 s_1 s_1 s_1 s_0 s_0 : : : (q_3) : : : s_0 s_0 s_1 [s_0] s_1 s_1 s_1 s_1 s_0 s_0 : : : (q_4) : : : s_0 s_0 s_1 s_0 [s_1] s_1 s_1 s_1 s_0 s_0 : : : (q_2) : : : s_0 s_0 s_1 s_0 s_1 [s_1] s_1 s_1 s_0 s_0 : : : (q_3) : : : s_0 s_0 s_1 s_0 s_1 [s_0] s_1 s_1 s_0 s_0 : : : (q_4) : : : s_0 s_0 s_1 s_0 s_1 s_0 [s_1] s_1 s_0 s_0 : : : (q_2) : : : s_0 s_0 s_1 s_0 s_1 s_0 s_1 [s_1] s_0 s_0 : : : (q_3) : : : s_0 s_0 s_1 s_0 s_1 s_0 s_1 [s_0] s_0 s_0 : : : (q_4) : : : s_0 s_0 s_1 s_0 s_1 s_0 s_1 s_0 [s_0] s_0 : : : (q_2) : : : s_0 s_0 s_1 s_0 s_1 s_0 s_1 s_0 s_0 [s_0] : : : (q_5) Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý åSSíáé s_1 s_1 s_1, ðïõ áíáðáñéóôÜ ôïí áñéèìü 2.

Åöüóïí ç ìçœáíÞ Turing ðáSSñíåé ìSSá áêïëïõèSSá óõìâüëùí åéóüäïõ êáé ðáñÜãåé ìSSá áêïëïõèSSá óõìâüëùí åîüäïõ, ëÝìå üôé õðïëïãSSæåé ìéá óõíÜñôçóç f : A^? → A^?, üðïõ A = S \{s_0} êáé A^? óõìâïëSSæåé ôï óýíïëï ôùí áêïëïõèéþí ïðïéïõäÞðïôå ìÞêïõò ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü óýìâïëá ôïõ A^2. Ðáñáôçñïýìå üôé ðïõèåíÜ óôïõò ðåñéïñéóìïýò ãéá ôï ðñüãñáììá ôçò ìçœáíÞò Turing äåí áíáöÝñåôáé üôé ãéá êÜèå åSSóïäï ðñÝðåé íá õðÜñœåé Ýíá ôåëéêü óôéãìéüôõðï ôçò åêôÝëåóÞò ôïõ. Áõôü óçìáSSíåé üôé ç åêôÝëåóç ãéá ïñéóìÝíåò åéóüäïõò åíäÝœåôáé íá ìç óôáìáôÜåé ðïôÝ (ðñâë. ìå áôÝñìïíá âñüãœï óôéò ãíùóôÝò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý PASCAL, C). ËÝìå üôé ãéá áõôÝò ôéò åéóüäïõò ç óõíÜñôçóç f ðïõ õðïëïãSSæåé ç ìçœáíÞ Turing äåí ïñSSæåôáé, êáé ôüôå ç f ëÝãåôáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç^3. Áí åðéèõìïýìå íá õðïëïãSSóïõìå óõíÜñôçóç ìå ðåñéóóüôåñá áðü Ýíá ïñSSóìáôá ìðïñïýìå íá êùäéêïðïéÞóïõìå ôá ïñSSóìáôá óå Ýíá üñéóìá êáé íá ðåñÜóïõìå áõôü ùò åSSóïäï óôç ìçœáíÞ Turing. Âïëåýåé üìùò íá èåùñïýìå üôé ôá ïñSSóìáôá (Ýóôù x_1; x_2; : : : ; x_n) äSSíïíôáé îåœùñéóôÜ óôçí áñœÞ ôçò åêôÝëåóçò, œùñéæüìåíá ìå Ýíá êåíü. ÄçëáäÞ ôï áñœéêü óôéãìéüôõðï Ýœåé ùò åîÞò:

: : : s_0 [s_0] x_1 s_0 x_2 s_0 : : : x_n s_0 s_0 : : : (q_1) Áí ôï ìïíôÝëï ôçò ìçœáíÞò Turing öáSSíåôáé ðåñéïñéóôéêü, ìðïñåSS êáíåSSò íá óêåöôåSS ðïëëÝò âåëôéþóåéò êáé íá äçìéïõñãÞóåé íÝá ìïíôÝëá ðïõ öáéíïìåíéêÜ ðñïóöÝñïõí ðåñéóóüôåñåò äõíáôüôçôåò áðü ôç ìçœáíÞ Turing üðùò ôçí ïñSSóáìå ðáñáðÜíù, üìùò áðïäåéêíýïíôáé ôåëéêÜ éóïäýíáìá ìå áõôÞí (èÝóç ôïõ Church). ÄSSíïõìå ðáñáêÜôù ïñéóìÝíåò áðü áõôÝò ôéò ðáñáëëáãÝò, óôéò ïðïSSåò óõìðåñéëáìâÜíïíôáé êáé êÜðïéåò ðïõ öáSSíïíôáé íá ðåñéïñSSæïõí ôéò äõíáôüôçôåò ôçò ìçœáíÞò Turing. ÔåëéêÜ üìùò ðñïêýðôåé üôé ïé ðåñéïñéóìïSS ðïõ èÝôïõí äåí åSSíáé ôüóï éóœõñïSS þóôå íá äéáôáñÜîïõí ôçí éóïäõíáìSSá ôçò ìå ôá Üëëá ìïíôÝëá.

Ôáõôüœñïíç åããñáöÞ êáé ðéèáíÞ ìåôáêSSíçóç

Ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ‹ ïñSSæåôáé ùò ‹ : Q × S → S × {L; R; −} × Q. ÄçëáäÞ êÜèå öïñÜ ðïõ äéáâÜæåé Ýíá óýìâïëï, ç êåöáëÞ ìðïñåSS íá

2Ðñüêåéôáé ãéá ôï Üóôñï ôïõ Kleene. Ãéá ðåñéóóüôåñá âëÝðå åíüôçôá 1.3. 3Áí ç f : A^? → A^? ïñSSæåôáé ãéá êÜèå x ∈ A^? êáëåSSôáé ïëéêÞ óõíÜñôçóç.

ãñÜøåé Ýíá óýìâïëï êáé óôç óõíÝœåéá íá ìåôáêéíçèåSS áñéóôåñÜ Þ äåîéÜ, Þ íá ðáñáìåSSíåé óôçí SSäéá èÝóç (áí Ýœïõìå L Þ R Þ − áíôSSóôïéœá). Ôï ðñüãñáììá ôçò ìçœáíÞò Turing áðïôåëåSSôáé ôþñá áðü ðåíôÜäåò.

ÔáéíSSá Üðåéñç ìüíï ðñïò ôç ìSSá êáôåýèõíóç ÁõôÞ Þôáí ç ðáñáëëáãÞ ðïõ üñéóå áñœéêÜ êáé œñçóéìïðïSSçóå ï Turing. Ç ôáéíSSá Ýœåé Ýíá êåëSS áðü ôï ïðïSSï ç êåöáëÞ äåí ìðïñåSS íá ìåôáêéíçèåSS áñéóôåñÜ. Ï ïñéóìüò ôïõ ôé óõìâáSSíåé áí ç êåöáëÞ âñSSóêåôáé óôï áñéóôåñüôåñï êåëSS ðïõ ðåñéÝœåé ôï óýìâïëï s_j , ç ìçœáíÞ åSSíáé óôçí êáôÜóôáóç q_i êáé õðÜñœåé ôåôñÜäá ôçò ìïñöÞò q_i s_j L q_l óôï ðñüãñáììá ôçò ìçœáíÞò Turing åSSíáé áõèáSSñåôïò êáé äåí åðçñåÜæåé ôçí éóïäõíáìSSá ôïõ ìïíôÝëïõ ìå ôá õðüëïéðá. ÌðïñåSS êáíåSSò íá ïñSSóåé üôé óå ìéá ôÝôïéá ðåñSSðôùóç ç åêôÝëåóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò óôáìáôÜåé.

ÐïëëáðëÝò ôáéíSSåò

Ç ìçœáíÞ äéáèÝôåé k ≥ 1 ôáéíSSåò ìå ôéò áíôSSóôïéœåò êåöáëÝò. Ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ìåôáôñÝðåôáé þóôå íá ïñSSæåé ôçí óõìðåñéöïñÜ üëùí ôùí êåöáëþí áíÜëïãá ìå ôï óýìâïëï ðïõ äéáâÜæåé ç êÜèå ìSSá êáé ôçí åóùôåñéêÞ êáôÜóôáóç ôçò ìçœáíÞò, äçëáäÞ ðáSSñíåé ôç ìïñöÞ ‹ : Q × S^k → (S ∪ {L; R})^k × Q.

ÔáéíSSåò åéóüäïõ-åîüäïõ

Åêôüò áðü ôç óõíçèéóìÝíç ôáéíSSá, ç ìçœáíÞ äéáèÝôåé ìSSá åðéðëÝïí ôáéíSSá åéóüäïõ óôçí ïðïSSá åðéôñÝðåôáé ìüíï áíÜãíùóç êáé ìSSá åðéðëÝïí ôáéíSSá åîüäïõ óôçí ïðïSSá åðéôñÝðåôáé ìüíï åããñáöÞ. Ç åSSóïäïò ëáìâÜíåôáé áðü ôçí ôáéíSSá åéóüäïõ êáé ç Ýîïäïò ãñÜöåôáé óôçí ôáéíSSá åîüäïõ. Ç áñœéêÞ ôáéíSSá œñçóéìïðïéåSSôáé ùò ðñüœåéñï ãéá ôçí åêôÝëåóç ôïõ õðïëïãéóìïý êáé áíáöÝñåôáé ùò ôáéíSSá åñãáóSSáò (åðéôñÝðåôáé åããñáöÞ êáé áíÜãíùóç).

ÔáéíSSá ìSSáò åããñáöÞò

ÊÜèå êåëSS ôçò ôáéíSSáò ìðïñåSS íá áëëÜîåé ðåñéåœüìåíï ôï ðïëý ìSSá öïñÜ êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò åêôÝëåóçò ôïõ õðïëïãéóìïý.

ÌçœáíÞ ìå ïëéêÞ åðáíáöïñÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ

Ç äõíáôüôçôá ìåôáêSSíçóçò ôçò êåöáëÞò ðñïò ôá áñéóôåñÜ áíôéêáèSSóôáôáé áðü ôç äõíáôüôçôá ìåôáêSSíçóçò ôçò êåöáëÞò áð’åõèåSSáò óôï áñéóôåñüôåñï êåëSS ðïõ ðåñéÝœåé óýìâïëï äéÜöïñï ôïõ s_0 (reset). Ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò åSSíáé ôçò ìïñöÞò ‹ : Q × S → (S ∪ {R; RST }) × Q.

ÌçœáíÞ ìå œáñôSS äýï äéáóôÜóåùí

Ç ãñáììéêÞ œáñôïôáéíSSá ôçò ìçœáíÞò Turing áíôéêáèSSóôáôáé áðü Ýíá åðSSðåäï öýëëï œáñôSS, Üðåéñï ðñïò üëåò ôéò êáôåõèýíóåéò. ÅSSíáé êáé áõôü œùñéóìÝíï óå êåëéÜ ðïõ ôï êáèÝíá ðåñéÝœåé Ýíá óýìâïëï. Ç êåöáëÞ ìðïñåSS íá ìåôáêéíåSSôáé êáôÜ Ýíá ôåôñÜãùíï ðñïò ïðïéáäÞðïôå êáôåýèõíóç êáé ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò Ýœåé ôç ìïñöÞ ‹ : Q×S → (S ∪{U; D; L; R})×Q, üðïõ ôá U, D áíôéðñïóùðåýïõí êSSíçóç ðñïò ôá ðÜíù Þ ðñïò ôá êÜôù. Ï ïñéóìüò ãåíéêåýåôáé êáé ãéá œþñïõò ðåñéóóüôåñùí äéáóôÜóåùí.

ÓõíäõáóìïSS ôùí ðáñáðÜíù

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå ìSSá ìçœáíÞ Turing ìå k êåöáëÝò üðïõ êÜèå êåöáëÞ êéíåSSôáé óå Ýíá ïãäïçìüñéï œþñïõ ôñéþí äéáóôÜóåùí êáé êÜèå êåëSS ìðïñåSS íá áëëÜîåé ôï óýìâïëü ôïõ ôï ðïëý ìSSá öïñÜ.

1.3 ÊùäéêïðïSSçóç ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò

ÿóôù Ýíá óýíïëï óõìâüëùí Σ, ðïõ óôç óõíÝœåéá èá êáëïýìå áëöÜâçôï. ÏñSSæïõìå:

Σ^k = {a_1a_2 : : : a_k : a_1; a_2; : : : ; a_k ∈ Σ} , k ≥ 0

Σ^? = ⋃ k≥0 Σ^k

ÄçëáäÞ Σ^k åSSíáé ôï óýíïëï ôùí óõìâïëïáêïëïõèéþí ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü óýìâïëá ôïõ Σ êáé Ýœïõí ìÞêïò k, åíþ Σ^? åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí (ðåðåñáóìÝíùí) óõìâïëïáêïëïõèéþí ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü óýìâïëá ôïõ Σ. Ç óõìâïëïáêïëïõèSSá ìÞêïõò 0 óõìâïëSSæåôáé ìå " êáé ïíïìÜæåôáé êåíÞ óõìâïëïáêïëïõèSSá. ÿíá óýíïëï L ⊆ Σ^? ïíïìÜæåôáé ãëþóóá åðSS ôïõ áëöáâÞôïõ

Σ. Ãéá ìSSá ãëþóóá L, Ýíá âáóéêü ðñüâëçìá åSSíáé ç áðÜíôçóç óôï åñþôçìá áí ìSSá äïóìÝíç óõìâïëïáêïëïõèSSá áíÞêåé óôç ãëþóóá Þ üœé.

Ôñïðïðïéïýìå åëáöñþò ôïí ïñéóìü ôçò ìçœáíÞò Turing, þóôå ç åêôÝëåóç åíüò ðñïãñÜììáôïò íá ôåñìáôSSæåé ìüíï üôáí öôÜóåé óå ìSSá áðü ôéò äýï åéäéêÝò êáôáóôÜóåéò ôåñìáôéóìïý q_{acc} êáé q_{rej} . ËÝìå üôé ìSSá ìçœáíÞ Turing áðïäÝœåôáé ôçí åSSóïäï x, áí êáé ìüíï áí ïëïêëçñþíåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò ìå åSSóïäï x óôçí êáôÜóôáóç q_{acc}, êáé üôé áðïññSSðôåé ôçí åSSóïäï x áí êáé ìüíï áí ïëïêëçñþíåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò ìå åSSóïäï x óôçí êáôÜóôáóç q_{rej}. ÅðSSóçò, ìSSá ìçœáíÞ Turing M áðïäÝœåôáé ôç ãëþóóá L áí êáé ìüíï áí éóœýåé x ∈ L ⇐⇒ M áðïäÝœåôáé x. Ï ïñéóìüò áõôüò äåí êáèïñSSæåé ôé óõìâáSSíåé ìå ôéò åéóüäïõò ðïõ äåí áíÞêïõí óôç ãëþóóá L ðïõ áðïäÝœåôáé ìSSá ìçœáíÞ Turing. Ãéá áõôÝò ôéò åéóüäïõò, ìðïñåSS åSSôå ç åêôÝëåóç íá ïëïêëçñþíåôáé óôçí êáôÜóôáóç q_{rej} , åSSôå íá ìçí ïëïêëçñþíåôáé ðïôÝ. ËÝìå üôé ìSSá ìçœáíÞ Turing M áðïöáóSSæåé ôç ãëþóóá L áí êáé ìüíï áí éóœýåé (M áðïäÝœåôáé L) ∧ (x =∈ L ⇐⇒ M áðïññSSðôåé x).

ÌSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing (NTM) åSSíáé ìSSá ìçœáíÞ Turing ìå ôç äéáöïñÜ üôé óôï ðñüãñáììÜ ôçò ìðïñïýí íá õðÜñœïõí ðåñéóóüôåñåò áðü ìSSá ôåôñÜäåò ðïõ áñœSSæïõí ìå ôïí SSäéï óõíäõáóìü q_i s_j . ÿôóé, óå êÜèå âÞìá ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing Ýœåé ìSSá åðéëïãÞ ãéá ôï ðïéá ìåôÜâáóç èá åêôåëÝóåé. ÔõðéêÜ, ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ïñSSæåôáé ùò ‹ : Q × S → 2^{(S∪{L;R})×Q}. Ç äéáäéêáóSSá õðïëïãéóìïý ôçò åîüäïõ äåí åSSíáé ìSSá ãñáììéêÞ áêïëïõèSSá óôéãìéïôýðùí áëëÜ Ýíá äÝíôñï. ÊÜèå ìïíïðÜôé ôïõ äÝíôñïõ áðü ôç ñSSæá (áñœéêü óôéãìéüôõðï) ðñïò ôá öýëëá (ôåëéêü óôéãìéüôõðï) áíáðáñéóôÜ ìSSá äõíáôÞ åðéëïãÞ ìåôáâÜóåùí^4. Èåùñïýìå üôé ç ìçœáíÞ áêïëïõèåSS üëá áõôÜ ôá äõíáôÜ ìïíïðÜôéá ðáñÜëëçëá. Éóïäýíáìá, ìðïñåSS êáíåSSò íá óêÝöôåôáé üôé óå êÜèå óçìåSSï åðéëïãÞò ç ìçœáíÞ äçìéïõñãåSS áñêåôÜ áíôSSãñáöá ôïõ åáõôïý ôçò þóôå ôï êáèÝíá íá áêïëïõèÞóåé ìSSá áðü ôéò äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò.

ÌSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing áðïäÝœåôáé ôç ãëþóóá L áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå åSSóïäï x ∈ L õðÜñœåé ìïíïðÜôé åêôÝëåóçò ðïõ êáôáëÞãåé

4ÏñéóìÝíá ìïíïðÜôéá ìðïñåSS íá ìçí êáôáëÞãïõí óå ôåëéêü óôéãìéüôõðï áëëÜ íá óõíåœSSæïõí íá åêôåëïýíôáé åð’Üðåéñïí.

óôçí êáôÜóôáóç q_{acc}, åíþ áí x =∈ L üëá ôá ìïíïðÜôéá åSSôå åSSíáé áðåSSñïõ ìÞêïõò åSSôå êáôáëÞãïõí óôçí êáôÜóôáóç q_{rej} . ÌSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing áðïöáóSSæåé ôç ãëþóóá L áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå åSSóïäï x üëá ôá ìïíïðÜôéá êáôáëÞãïõí óôçí q_{acc} áí x ∈ L êáé üëá ôá ìïíïðÜôéá êáôáëÞãïõí óôçí q_{rej} áí x =∈ L.

Ðñüâëçìá áðüöáóçò åSSíáé, åíôåëþò ãåíéêÜ, Ýíá ðñüâëçìá ðïõ åðéäÝœåôáé áðÜíôçóç ôïõ ôýðïõ íáé/üœé. ÿíá ðñüâëçìá áðüöáóçò ïñSSæåôáé áðü äýï ìÝñç: ôï ðñþôï ìÝñïò êáèïñSSæåé ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ ðïõ Ýœïõí ôá óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ôï äåýôåñï ìÝñïò êáèïñSSæåé ôçí åñþôçóç ðïõ ôSSèåôáé åðSS åíüò ãåíéêïý óôéãìéïôýðïõ (ç ïðïSSá Ýœåé áðÜíôçóç \íáé" Þ \üœé"). Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá ãíùóôü ðñüâëçìá óôç èåùñçôéêÞ ðëçñïöïñéêÞ åSSíáé ôï HAMILTON CIRCUIT. ÿíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò áðïôåëåSSôáé áðü Ýíáí ãñÜöï G(V; E), êáé ç åñþôçóç ðïõ ôSSèåôáé ãéá ôï äïóìÝíï ãñÜöï åSSíáé áí Ýœåé êýêëï Hamilton^5.

ÿíáò äåýôåñïò ôýðïò ðñïâëçìÜôùí ðïõ Ýœåé óõããÝíåéá ìå ôá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò åSSíáé ôá ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò. ÃåíéêÜ, óå Ýíá ðñüâëçìá âåëôéóôïðïSSçóçò ïñSSæåôáé ìSSá óõíÜñôçóç êüóôïõò f : S → N, üðïõ ôï S åSSíáé Ýíá óýíïëï äõíáôþí ëýóåùí êáé æçôåSSôáé ôï êüóôïò ôçò ëýóçò ðïõ åëáœéóôïðïéåSS Þ ìåãéóôïðïéåSS ôçí f. Ôá ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò ìðïñïýí íá áíôéóôïéœéóôïýí óå ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò. ÿóôù Ýíá ðñüâëçìá åëáœéóôïðïSSçóçò. Äçìéïõñãïýìå ôï áíôSSóôïéœï ðñüâëçìá áðüöáóçò ùò åîÞò: \ÿœåé ôï ðñüâëçìá åëáœéóôïðïSSçóçò ëýóç ìå êüóôïò ≤ B;", üðïõ ôï B èåùñåSSôáé ìÝñïò ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò (áíôSSóôïéœá êáé ãéá ðñüâëçìá ìåãéóôïðïSSçóçò). Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ìåãéóôïðïSSçóçò (DISCRETE KNAPSACK): \ÄSSíïíôáé èåôéêïSS áêÝñáéïé p_1; p_2; : : : ; p_n; w_1; w_2; : : : ; w_n; C; B. ÕðÜñœåé áíÜèåóç ôéìþí óôá x_i, ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò

∑_n i=1 w_ix_i ≤ C êáé x_i ∈ {0; 1}, þóôå

∑_n i=1 p_ix_i ≥ B;". Åöüóïí ç óõíÜñôçóç êüóôïõò åSSíáé óœåôéêÜ åýêïëï íá õðïëïãéóôåSS, Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò äåí åSSíáé ðéï äýóêïëï áðü ôï áíôSSóôïéœï ðñüâëçìá âåëôéóôïðïSSç-

5Êýêëïò Hamilton óå Ýíá ãñÜöï åSSíáé Ýíáò êýêëïò ðïõ äéÝñœåôáé áêñéâþò ìSSá öïñÜ áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõ.

óçò. ÐñáãìáôéêÜ, áí ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ôï ðñüâëçìá âåëôéóôïðïSSçóçò åýêïëá^6, ôüôå êáé ôï áíôSSóôïéœï ðñüâëçìá áðüöáóçò ëýíåôáé åýêïëá, óõãêñSSíïíôáò áðëÜ ôï êüóôïò ôçò âÝëôéóôçò ëýóçò ìå ôï B. Áíôéóôñüöùò, áí ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ëýíåôáé \äýóêïëá", ôüôå êáé ôï áíôSSóôïéœï ðñüâëçìá âåëôéóôïðïSSçóçò èá åSSíáé ôïõëÜœéóôïí åîSSóïõ äýóêïëï. Óõíåðþò ìðïñïýìå íá ðåñéïñéæüìáóôå óå ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò êáé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò èåùñSSáò åðåêôåSSíïíôáé êáé óå ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò.

Ï ëüãïò ãéá ôïí ïðïSSï ðåñéïñéæüìáóôå óå ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò åSSíáé üôé ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ áðåéêïíSSæïíôáé ìå ðïëý öõóéêü ôñüðï óå ðñïâëÞìáôá åëÝãœïõ ãéá ôï áí ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá w áíÞêåé óå êÜðïéá ãëþóóá L. ÐñáãìáôéêÜ ìSSá ìçœáíÞ Turing M ðïõ áðïöáóSSæåé ãéá êÜðïéá ãëþóóá L(M) ïõóéáóôéêÜ ëýíåé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò \x ∈ L(M);". ÿôóé áí ìðïñïýìå íá êùäéêïðïéÞóïõìå ôï ãåíéêü óôéãìéüôõðï åíüò ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò ùò ìSSá ãëþóóá åðSS êÜðïéïõ áëöáâÞôïõ, ïõóéáóôéêÜ ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìçœáíÞ Turing ãéá íá ëýóåé ïðïéïäÞðïôå (õðïëïãéóôü) ðñüâëçìá áðüöáóçò.

Ç áðåéêüíéóç áðü ôï óýíïëï ôùí óôéãìéïôýðùí åíüò ðñïâëÞìáôïò óôï óýíïëï ôùí óõìâïëïáêïëïõèéþí ìéáò ãëþóóáò ãSSíåôáé ìÝóù åíüò óœÞìáôïò êùäéêïðïSSçóçò. ÿíá óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò e ãéá Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò Π ðáñÝœåé Ýíáí ôñüðï ìå ôïí ïðïSSï êÜèå óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìðïñåSS íá ðáñáóôáèåSS ìå ìSSá êáôÜëëçëç óõìâïëïáêïëïõèSSá åðSS åíüò áëöáâÞôïõ Σ. ÿôóé, Ýíá ðñüâëçìá Π ìáæSS ìå ôï óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò e ãéá áõôü ôï ðñüâëçìá œùñSSæïõí ôï óýíïëï Σ^? óå ôñSSá îÝíá ìåôáîý ôïõò õðïóýíïëá: áõôü ðïõ ðåñéÝœåé óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ äåí áíáðáñéóôïýí êÜðïéï óôéãìéüôõðï ôïõ Π, áõôü ðïõ ðåñéÝœåé óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ áíáðáñéóôïýí óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôá ïðïSSá ç áðÜíôçóç åSSíáé \üœé" êáé ôÝëïò áõôü ðïõ ðåñéÝœåé óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ áíáðáñéóôïýí óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôá ïðïSSá ç áðÜíôçóç åSSíáé \íáé". Ôï ôåëåõôáSSï óýíïëï åSSíáé áõôü ðïõ áíôéóôïéœSSæïõìå ìå Ýíá ðñüâëçìá Π êáé Ýíá óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò e, êáé ôï óõìâïëSSæïõìå ìå L[Π; e]. Äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï íá õðÜñœåé ìüíï ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá ðïõ êùäéêïðïéåSS Ýíá óõãêåêñéìÝíï óôéãìéüôõðï.

6ÄçëáäÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ìå íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, èá èÝëáìå íá êáôáëÞãïõìå óå óõìðåñÜóìáôá ãéá Ýíá ðñüâëçìá, áíåîáñôÞôùò ôïõ ôñüðïõ ìå ôïí ïðïSSï ôá óôéãìéüôõðÜ ôïõ êùäéêïðïéïýíôáé ùò óõìâïëïáêïëïõèSSåò. Áõôü åðéôõãœÜíåôáé áí ðåñéïñéóôïýìå óôç œñÞóç ìéáò óõãêåêñéìÝíçò êëÜóçò \ëïãéêþí" óœçìÜôùí êùäéêïðïSSçóçò E, ôÝôïéáò þóôå áí e; e^′ ∈ E, äåäïìÝíïõ åíüò ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò Π ìSSá éäéüôçôá èá éóœýåé ãéá ôç ãëþóóá L[Π; e] áí êáé ìüíï áí éóœýåé ãéá ôç ãëþóóá L[Π; e^′]. ÿôóé ìðïñïýìå íá äéáôõðþíïõìå óõìðåñÜóìáôá ìéëþíôáò áöçñçìÝíá ãéá ôï ðñüâëçìá Π êáé õðïíïþíôáò üôé ìðïñïýìå íá äþóïõìå Ýíá óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò e þóôå ôá óõìðåñÜóìáôá áõôÜ íá éóœýïõí ãéá ôç ãëþóóá L[Π; e]. Ðñïöáíþò, åöüóïí äåí ëáìâÜíïõìå õðüøç êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò, äåí Ýœïõìå êáé óõãêåêñéìÝíï ìÞêïò ãéá ôéò óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ áíáðáñéóôïýí ôá óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÁíôSS áõôïý, èåùñïýìå üôé ãéá êÜèå ðñüâëçìá áðüöáóçò Π õðÜñœåé áíåîáñôÞôùò óœÞìáôïò êùäéêïðïSSçóçò ìSSá óõíÜñôçóç ìÞêïõò l : D_Π → Z^+, üðïõ D_Π åSSíáé ôï óýíïëï ôùí óôéãìéïôýðùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå e ∈ E ç áíôSSóôïéœç óõíÜñôçóç ìÞêïõò åéóüäïõ l_e ðïõ ðñïêýðôåé ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò åSSíáé ðïëõùíõìéêÜ óõóœåôéóìÝíç ìå ôçí l^7.

Ç ðáñáðÜíù óõæÞôçóç óôçñSSæåôáé óôçí êïéíÞ áðïäïœÞ ôïõ ôé óçìáSSíåé \ëïãéêü" óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò. Áí êáé äåí õðÜñœåé éêáíïðïéçôéêüò ôõðéêüò ïñéóìüò ôçò Ýííïéáò áõôÞò, Ýíá ëïãéêü óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò èá ðñÝðåé íá åSSíáé óõíïðôéêü êáé åýêïëá áðïêùäéêïðïéÞóéìï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ç êùäéêïðïSSçóç åíüò óôéãìéïôýðïõ äåí èá ðñÝðåé íá ðåñéëáìâÜíåé åðéðëÝïí óýìâïëá Þ ðëçñïöïñSSåò áðü üôé åSSíáé áðáñáSSôçôï, êáé üëïé ïé áêÝñáéïé áñéèìïSS ðïõ åìöáíSSæïíôáé ùò ìÝñïò ôïõ óôéãìéïôýðïõ èá ðñÝðåé íá ãñÜöïíôáé óôï äõáäéêü óýóôçìá áñSSèìçóçò (Þ ãåíéêüôåñá óå ïðïéïäÞðïôå óýóôçìá áñSSèìçóçò ìå âÜóç ìåãáëýôåñç ôïõ 1). ÅðSSóçò, óôá ðëáSSóéá ôçò åýêïëçò áðïêùäéêïðïSSçóçò, èá ðñÝðåé íá õðÜñœåé ãñÞãïñïò áëãüñéèìïò ï ïðïSSïò íá ìðïñåSS íá åîÜãåé ôá œáñáêôçñéóôéêÜ åíüò óôéãìéïôýðïõ, äåäïìÝíçò ôçò óõìâïëïáêïëïõèSSáò ðïõ ôï

7Ïé óõíáñôÞóåéò l êáé l_e ëÝãïíôáé ðïëõùíõìéêÜ óõóœåôéóìÝíåò áí êáé ìüíï áí õðÜñœïõí äýï ðïëõþíõìá p_1, p_2 þóôå ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï I íá éóœýïõí: l(I) ≤ p_1(l_e(I)) êáé l_e(I) ≤ p_2(l(I)).

áíáðáñéóôÜ.

1.4 Ïé êëÜóåéò P, NP. ÐïëõùíõìéêÝò áíáãùãÝò êáé NP-ðëçñüôçôá

ÿóôù ìSSá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing M ðïõ óôáìáôÜåé ãéá üëåò ôéò åéóüäïõò, äçëáäÞ äåí åìðëÝêåôáé ðïôÝ óå Üðåéñï loop. ÏñSSæïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ ôçò M ùò ìSSá óõíÜñôçóç f : N → N, üðïõ f(n) åSSíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò ìåôáâÜóåùí ðïõ åêôåëåSS ç ìçœáíÞ Turing áí ç åSSóïäïò Ýœåé ìÞêïò n. ËÝìå ôüôå üôé ôï ðñüãñáììá ôçò ìçœáíÞò Turing M åêôåëåSSôáé óå œñüíï f(n). Áêüìá, áí t : N → N åSSíáé ìSSá óõíÜñôçóç, ïñSSæïõìå ôçí êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò œñüíïõ TIME(t(n)) ùò ôçí êëÜóç ôùí ãëùóóþí^8 ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé ìçœáíÞ Turing ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œñüíï O(t(n)) êáé ôçí áðïöáóSSæåé.

Áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå ìçœáíÞ Turing ìå ðïëëÝò ôáéíSSåò ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œñüíï t(n) ≥ n^9 Ýœåé ìSSá éóïäýíáìç ìçœáíÞ Turing ìå ìSSá ôáéíSSá ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œñüíï O(t^2(n)). ÅðSSóçò, êÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìå ìSSá ôáéíSSá ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œñüíï t(n) ≥ n Ýœåé ìSSá éóïäýíáìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìå ìSSá ôáéíSSá ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œñüíï O(2^{t(n)}). Ôá èåùñÞìáôá áõôÜ åðéäåéêíýïõí Ýíá óçìáíôéêü äéáœùñéóìü: áðü ôç ìSSá ðëåõñÜ, ç ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ ìéáò íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing ìå ìSSá ôáéíSSá äåí åSSíáé ðáñÜ ðïëõùíõìéêÜ ìåãáëýôåñç áðü ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ ìéáò éóïäýíáìçò ìçœáíÞò Turing ìå ðïëëÝò ôáéíSSåò. ÁíôSSèåôá, áí áðü ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìåôáâáSSíïõìå óå éóïäýíáìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing, ç áýîçóç óôçí ðïëõðëïêüôçôá åSSíáé åêèåôéêÞ. Ãéá ôïõò óêïðïýò ôçò èåùñSSáò ðïëõðëïêüôçôáò, ç ðïëõùíõìéêÞ äéáöïñÜ óôï œñüíï åêôÝëåóçò èåùñåSSôáé ìéêñÞ, åíþ ç åêèåôéêÞ èåùñåSSôáé ìåãÜëç. ÁñêåSS íá áíáëïãéóôåSS êáíåSSò ôç

8Óôá åðüìåíá èá œñçóéìïðïéïýìå ôçí Ýííïéá ôïõ ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò êáé ôçò áíôSSóôïéœçò ãëþóóáò œùñSSò äéÜêñéóç, ìå âÜóç ôç óõæÞôçóç ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò.

9Ðñüêåéôáé ãéá ìSSá ëïãéêÞ ðáñáäïœÞ, áöïý ìå ëéãüôåñåò áðü n ìåôáâÜóåéò ìSSá ìçœáíÞ Turing äåí ìðïñåSS íá äéáâÜóåé ïëüêëçñç ôçí åSSóïäü ôçò.

1.4. ÏÉ ÊËÁÓÅÉÓ P, NP. ÐÏËÕÙÍÕÌÉÊÅÓ ÁÍÁÃÙÃÅÓ ÊÁÉ NP-ÐËÇÑÏÔÇÔÁ33

äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí œñüíùí åêôÝëåóçò ìéáò ìçœáíÞò Turing ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œñüíï n^3 êáé ìéáò Üëëçò ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œñüíï 2^n, ãéá Ýíá ôõðéêü ìÝãåèïò åéóüäïõ n = 1000. Åíþ ç ðñþôç œñåéÜæåôáé Ýíá ìåãÜëï áëëÜ áíåêôü áñéèìü ìåôáâÜóåùí, ç äåýôåñç œñåéÜæåôáé œñüíï êáôÜ ðïëëÝò ôÜîåéò ìåãÝèïõò ìåãáëýôåñï áðü ôçí åêôéìüìåíç çëéêSSá ôïõ óýìðáíôïò áêüìá êáé áí èåùñÞóïõìå åîùðñáãìáôéêü áñéèìü ìåôáâÜóåùí áíÜ äåõôåñüëåðôï.

ĳëá ôá ëïãéêÜ íôåôåñìéíéóôéêÜ ìïíôÝëá õðïëïãéóìïý åSSíáé ìåôáîý ôïõò ðïëõùíõìéêÜ éóïäýíáìá. Áõôü óçìáSSíåé üôé ôï êáèÝíá ìðïñåSS íá åîïìïéþóåé ïðïéïäÞðïôå Üëëï ìå ôï ðïëý ðïëõùíõìéêÞ áýîçóç óôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ. ÅðïìÝíùò, áí áãíïÞóïõìå ôéò ðïëõùíõìéêÝò äéáöïñÝò óôï œñüíï åêôÝëåóçò, ìðïñïýìå íá ìéëÜìå ãåíéêÜ ãéá áëãïñSSèìïõò ðïõ ëýíïõí Ýíá ðñüâëçìá ãñÞãïñá-áðïäïôéêÜ (åííïþíôáò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï) œùñSSò íá áíáöåñüìáóôå óå óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï. ÏõóéáóôéêÜ, èåùñïýìå üôé ï áëãüñéèìïò äåí áíáöÝñåôáé óå êÜðïéá áíáðáñÜóôáóç ôïõ óôéãìéïôýðïõ ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá óõãêåêñéìÝíï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï, áëëÜ áíáöÝñåôáé áð’åõèåSSáò óôá óõóôáôéêÜ ìÝñç ôïõ óôéãìéïôýðïõ (ð.œ. óôïõò êüìâïõò åíüò ãñÜöïõ Þ óôç óõíÜñôçóç êüóôïõò êáé üœé óå êÜðïéá áíáðáñÜóôáóç óõíüëùí Þ óõíáñôÞóåùí ìå óõìâïëïáêïëïõèSSåò). Ç äéêáéïëïãSSá áõôïý ôïõ óêåðôéêïý åSSíáé üôé, áí êÜðïéïò Ýœåé ôçí õðïìïíÞ, ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéÞóåé Ýíá ëïãéêü óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò ãéá êÜðïéï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï, êáé óôç óõíÝœåéá íá ãñÜøåé Ýíá ðñüãñáììá ãéá ôï ìïíôÝëï áõôü ðïõ íá ëýíåé ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá, êáôáëÞãïíôáò ôåëéêÜ ôï ðïëý óå ðïëõùíõìéêÞ áýîçóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò œñüíïõ, ôçí ïðïSSá Ýœïõìå èåùñÞóåé áìåëçôÝá.

ÏñSSæïõìå ôçí êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ëýíïíôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ìå íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï, ùò: P = ⋃ k≥0 TIME(n^k)

Ç êëÜóç áõôÞ ðáSSæåé êåíôñéêü ñüëï óôç èåùñSSá ðïëõðëïêüôçôáò êáé åSSíáé óçìáíôéêÞ ãéáôSS ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôç áíåîÜñôçôá áðü ôï ìïíôÝëï õðïëïãéóìïý ðïõ èá œñçóéìïðïéÞóïõìå, ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé åSSíáé ðïëõùíõìéêÜ éóïäýíáìï ìå ôçí íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìå ìSSá ôáéíSSá. ÅðSSóçò, ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óå áõôÞí ôçí êëÜóç åSSíáé ïõóéáóôéêÜ áõôÜ ðïõ ìðïñïýí íá ëõèïýí áðïäïôéêÜ ìå Ýíáí çëåêôñïíéêü õðïëïãéóôÞ. ÂÝâáéá, åSSíáé áìöSSâïëï ôï êáôÜ ðüóï Ýíá ðñüâëçìá ðïõ ëýíåôáé áðü áëãüñéèìï œñïíéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò ð.œ. O(n^{100}) ìðïñåSS íá èåùñçèåSS áðïäïôéêÜ ëõìÝíï. ĳìùò, ç èåþñçóç üôé Ýíáò ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò åSSíáé áðïäïôéêüò Ýœåé áðïäåéœèåSS œñÞóéìç óôçí ðñÜîç. ÓõíÞèùò, üôáí áíáêáëýðôåôáé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá Ýíá ðñüâëçìá áêïëïõèïýí åðéðëÝïí âåëôéþóåéò óôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõ, þóôå áêüìá êáé áí áñœéêÜ ï áëãüñéèìïò Þôáí ôçò ôÜîçò ôïõ n^{100} íá êáôáóôåSS ôåëéêÜ êáé ðñáêôéêÜ œñÞóéìïò.

Áëãüñéèìïé ðïõ åêôåëïýíôáé óå åêèåôéêü œñüíï óõíÞèùò åìöáíSSæïíôáé üôáí ëýíïõìå Ýíá ðñüâëçìá ìå åîáíôëçôéêÞ áíáæÞôçóç óôï œþñï ôùí ëýóåùí. Áí êáé ãéá ïñéóìÝíá ðñïâëÞìáôá åSSíáé äõíáôü íá áðïöýãïõìå ôçí åîáíôëçôéêÞ áíáæÞôçóç êáé íá êáôáëÞîïõìå ìå êÜðïéï ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï, ãéá êÜðïéá Üëëá äåí Ýœåé åðéôåõœèåSS êÜôé ôÝôïéï ïýôå åSSíáé ãíùóôü áí õðÜñœåé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ðïõ íá ôá ëýíåé. Ôï åíäéáöÝñïí åSSíáé üôé ðïëëÜ áðü áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá öáSSíåôáé íá åSSíáé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï óõíäåäåìÝíá. Áí âñåèåSS ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ðïõ íá ëýíåé êÜðïéï áðü áõôÜ, ôüôå üëá ìðïñïýí íá ëõèïýí ìå ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï. Áí áðïäåéœèåSS üôé äåí õðÜñœåé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá êÜðïéï áðü áõôÜ, ôüôå äåí èá õðÜñœåé ãéá êáíÝíá.

ÏñSSæïõìå êáé ôõðéêÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ ìéáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing. Áí M åSSíáé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïõ áðïöáóSSæåé êÜðïéá ãëþóóá L, ç ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ ôçò M åSSíáé ç óõíÜñôçóç f : N → N üðïõ f(n) åSSíáé ï ìÝãéóôïò áñéèìüò ìåôáâÜóåùí ðïõ åêôåëåSS ç M óå ïðïéïäÞðïôå ìïíïðÜôé õðïëïãéóìïý êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå åSSóïäï ìÞêïõò n. ÅðSSóçò ïñSSæïõìå ôçí êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò œñüíïõ NTIME(t(n)) ùò ôçí êëÜóç ôùí ãëùóóþí ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œñüíï O(t(n)) êáé ôçí áðïöáóSSæåé, êáèþò êáé ôçí êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ëýíïíôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ìå ìç íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï ùò:

NP = ⋃ k≥0 NTIME(n^k)

1.4. ÏÉ ÊËÁÓÅÉÓ P, NP. ÐÏËÕÙÍÕÌÉÊÅÓ ÁÍÁÃÙÃÅÓ ÊÁÉ NP-ÐËÇÑÏÔÇÔÁ35

Ç êëÜóç NP, üðùò êáé ç P, ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôç ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý õðïëïãéóôéêïý ìïíôÝëïõ åðåéäÞ üëá ôá ëïãéêÜ^{10} ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ õðïëïãéóôéêÜ ìïíôÝëá åSSíáé ìåôáîý ôïõò ðïëõùíõìéêÜ éóïäýíáìá. ÅSSíáé ðñïöáíÝò üôé P ⊆ NP, áöïý ìSSá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìðïñåSS íá èåùñçèåSS ùò ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing üðïõ óå êÜèå óôéãìéüôõðï õðÜñœåé ìüíï ìSSá äõíáôÞ åðüìåíç ìåôÜâáóç. ĳìùò äåí åSSíáé ãíùóôü áí P ⊂ NP Þ P = NP. Ïé ðåñéóóüôåñïé åñåõíçôÝò ðéóôåýïõí üôé P ⊂ NP, üìùò êáíåSSò ìÝœñé óÞìåñá äåí Ýœåé áðïäåSSîåé ôçí ýðáñîç ìéáò ãëþóóáò ðïõ íá áíÞêåé óôçí êëÜóç NP áëëÜ üœé óôçí P.

Óôéò áñœÝò ôçò äåêáåôSSáò ôïõ 1970 Ýãéíå óçìáíôéêÞ ðñüïäïò óôçí êáôåýèõíóç ôçò áðÜíôçóçò áõôïý ôïõ åñùôÞìáôïò, ìå ôçí áíáêÜëõøç áðü ôïõò Stephen Cook êáé Leonid Levin ïñéóìÝíùí ðñïâëçìÜôùí ôçò êëÜóçò NP, ôùí ïðïSSùí ç ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ óõíäÝåôáé ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ üëùí ôùí ðñïâëçìÜôùí ôçò êëÜóçò áõôÞò ìå ôïí åîÞò ôñüðï: áí õðÜñœåé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá êÜðïéï áðü áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá, ôüôå õðÜñœåé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéôèìïò ãéá êÜèå ðñüâëçìá ôçò êëÜóçò NP. ÁõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá ëÝãïíôáé NP-ðëÞñç. Âáóéêü åñãáëåSSï ãéá ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôçò êëÜóçò ôùí NP-ðëÞñùí ðñïâëçìÜôùí åSSíáé ç Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò.

ÿóôù A, B ãëþóóåò ïñéóìÝíåò åðSS åíüò áëöáâÞôïõ Σ. ËÝìå üôé ç ãëþóóá A áíÜãåôáé ðïëõùíõìéêÜ^{11} óôç ãëþóóá B êáé ãñÜöïõìå A ≤^p_m B áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé óõíÜñôçóç f : Σ^? → Σ^?, f ∈ FP^{12}, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå w ∈ Σ^?, w ∈ A ⇐⇒ f(w) ∈ B. Ç óõíÜñôçóç f êáëåSSôáé ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ ôçò A óôçí B êáé ðáñÝœåé Ýíáí ôñüðï ìåôáôñïðÞò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åëÝãœïõ ãéá ôï áí ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá áíÞêåé óôçí A, óôï áíôSSóôïéœï ðñüâëçìá ãéá ôçí B. Ç ìåôáôñïðÞ ãSSíåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ãåãïíüò ðïõ óçìáSSíåé üôé áí

10Óå Ýíá ëïãéêü ìç íôåôåñìéíéóôéêü õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï, êÜèå âÞìá åíüò ìç íôåôåñìéíéóôéêïý áëãïñSSèìïõ ðñÝðåé íá Ýœåé ðñïöáíÞ õëïðïSSçóç óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï._{11}

Ðñüêåéôáé ãéá ôçí áíáãùãÞ êáôÜ Karp.

12Ç êëÜóç FP ïñSSæåôáé ùò ç êëÜóç ôùí óõíáñôÞóåùí áðü ôï Σ^? óôï Σ^? ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï w ∈ Σ^? ïëïêëçñþíåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò ìå Ýîïäï f(w).

A ≤^p_m B êáé B ∈ P, ôüôå èá éóœýåé êáé A ∈ P. ÐñáãìáôéêÜ, ãéá íá âñïýìå óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ôç ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá A, áñêåSS íá åöáñìüóïõìå ôçí f óôï óôéãìéüôõðï ôïõ A, íá åöáñìüóïõìå ôïí ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ãéá ôï ðáñáãüìåíï óôéãìéüôõðï ôïõ B, êáé íá äþóïõìå ùò Ýîïäï ôçí áðÜíôçóç ðïõ èá äþóåé ï áëãüñéèìïò ãéá ôï B. ÅðåéäÞ ôï f(w) õðïëïãSSæåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, èá Ýœåé ìÞêïò ôï ðïëý ðïëõùíõìéêÜ ìåãáëýôåñï áðü ôï ìÞêïò ôïõ w. ÅðåéäÞ ç óýíèåóç ðïëõùíýìùí åSSíáé ç SSäéá ðïëõþíõìï, ç äéáäéêáóSSá ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜøáìå ãéá ôç ëýóç ôïõ A áðïôåëåSS ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï. Ç óœÝóç ≤^p_m ìåôáîý ãëùóóþí (Þ ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò) éêáíïðïéåSS ôçí áíáêëáóôéêÞ êáé ôç ìåôáâáôéêÞ éäéüôçôá.

Ç êëÜóç ôùí NP-ðëÞñùí ðñïâëçìÜôùí (óõìâïëSSæåôáé êáé ìå NPC) ïñSSæåôáé ôõðéêÜ ùò åîÞò:

NPC = {L : L ∈ NP ∧ ∀L^′ ∈ NP(L^′ ≤^p_m L)}

ÄçëáäÞ ðñüêåéôáé ãéá åêåSSíá ôá ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò NP, óôá ïðïSSá ìðïñïýí íá áíáœèïýí ðïëõùíõìéêÜ üëá ôá õðüëïéðá ðñïâëÞìáôá áõôÞò ôçò êëÜóçò. Áí üëá ôá ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò NP áíÜãïíôáé óå Ýíá ðñüâëçìá L, œùñSSò íá åSSíáé ãíùóôü áí L ∈ NP, ôüôå ôï L êáëåSSôáé NP-äýóêïëï. ÊáôÜ ìSSá Ýííïéá ôá NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá åSSíáé ôá äõóêïëüôåñá ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò NP. Áí ïðïéïäÞðïôå áðü áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá áðïäåéœèåSS üôé Ýœåé íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ðïõ ôï åðéëýåé, ôüôå P = NP. Ãéá íá áðïäåSSîïõìå üôé Ýíá ðñüâëçìá Q ∈ NP åSSíáé NP-ðëÞñåò, áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå üôé ãéá êÜðïéï R ∈ NPC éóœýåé R ≤^p_m Q. ÅðïìÝíùò, áðü ôç óôéãìÞ ðïõ ãíùñSSæïõìå Ýóôù êáé Ýíá NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéïýìå ôç äéáäéêáóSSá ôçò áíáãùãÞò ãéá íá áíáêáëýøïõìå êáé íÝá NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï œéëéÜäåò ðñïâëÞìáôá Ýœïõí áðïäåéœèåSS üôé åSSíáé NP-ðëÞñç. Ðñùôïý üìùò ìðïñÝóåé íá áðïäþóåé êáñðïýò ìSSá ôÝôïéá ðñïóÝããéóç, œñåéÜæåôáé Ýíá ðñþôï NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá. Ï Cook áðÝäåéîå ôï 1971 üôé ôï ðñüâëçìá SAT åSSíáé NP-ðëÞñåò [Coo71]. Ôï SAT äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò: \ÄSSíåôáé ìSSá ëïãéêÞ Ýêöñáóç óå êáíïíéêÞ óõæåõêôéêÞ ìïñöÞ (CNF). ÕðÜñœåé áðïíïìÞ áëÞèåéáò óôéò ìåôáâëçôÝò ôçò, ôÝôïéá þóôå ç ëïãéêÞ Ýêöñáóç íá áðïôéìÜôáé ùò áëçèÞò (éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç);".

1.5 ÐåñéïñéóìïSS œþñïõ. Ïé êëÜóåéò PSPACE, NPSPACE

Óôá ðñïçãïýìåíá ìáò åíäéÝöåñáí ìçœáíÝò Turing ðïõ ìðïñïýí íá áðïöáóSSóïõí ãëþóóåò óå ðåñéïñéóìÝíï œñüíï, óõãêåêñéìÝíá ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ. ÿœåé íüçìá íá èåùñÞóïõìå ìçœáíÝò Turing ðïõ ëåéôïõñãïýí œùñSSò ðåñéïñéóìü œñüíïõ, áëëÜ ìå ðåñéïñéóìü œþñïõ. Ãéá ôçí ìÝôñçóç ôïõ œþñïõ ðïõ œñåéÜæåôáé ìSSá ìçœáíÞ Turing ãéá íá åêôåëÝóåé ôïí õðïëïãéóìü ôçò, èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ìSSá (áêüìç) ðáñáëëáãÞ ôïõ âáóéêïý ìïíôÝëïõ ôçò ìçœáíÞò Turing:

ÌçœáíÞ ìå ôáéíSSåò åéóüäïõ êáé åîüäïõ

ÐñïêåSSôáé ãéá ìSSá ìçœáíÞ Turing ìå k > 2 ôáéíSSåò. Ç ðñþôç áðü áõôÝò ðñïïñSSæåôáé ìüíï ãéá áíÜãíùóç êáé êáëåSSôáé ôáéíSSá åéóüäïõ, åíþ ç ôåëåõôáSSá ðñïïñSSæåôáé ìüíï ãéá åããñáöÞ êáé êáëåSSôáé ôáéíSSá åîüäïõ. Ïé õðüëïéðåò ôáéíSSåò óõìðåñéöÝñïíôáé áêñéâþò üðùò ïé ôáéíSSåò ìSSáò ìçœáíÞò Turing ìå ðïëëáðëÝò ôáéíSSåò êáé êáëïýíôáé ôáéíSSåò åñãáóSSáò.

Ï œþñïò ðïõ áðáéôåSSôáé ãéá ìSSá åêôÝëåóç ïñSSæåôáé ùò ôï Üèñïéóìá ôùí ìçêþí ôùí óõìâïëïóåéñþí ðïõ âñSSóêïíôáé óôéò ôáéíSSåò åñãáóSSáò óôï ôåëéêü óôéãìéüôõðï ôïõ õðïëïãéóìïý^{13}. Ãéá ìç íôåôåñìéíéóôéêïýò õðïëïãéóìïýò, ï œþñïò ðïõ áðáéôåSSôáé ãéá ìSSá åêôÝëåóç åSSíáé ï œþñïò ðïõ áðáéôåSSôáé áðü åêåSSíï ôï õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ðïõ áðáéôåSS ôïí ðåñéóóüôåñï œþñï.

Êáô’áíáëïãSSá ìå ôéò êëÜóåéò TIME(f(n)), NTIME(f(n)), ïñSSæïõìå ôéò êëÜóåéò SPACE(f(n)) êáé NSPACE(f(n)). ËÝìå üôé ìSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç SPACE(f(n)), áí õðÜñœåé (íôåôåñìéíéóôéêÞ) ìçœáíÞ Turing ìå åSSóïäï êáé Ýîïäï ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œþñï O(f(n)) êáé áðïöáóSSæåé ôçí L. ÁíôSSóôïéœá, ìSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç NSPACE(f(n)) áí õðÜñœåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìå åSSóïäï êáé Ýîïäï ðïõ ëåéôïõñãåSS óå œþñï

13Èåùñïýìå üôé ôï ìÞêïò ôùí óõìâïëïóåéñþí áõôþí åSSíáé áýîïõóá óõíÜñôçóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí ìåôáâÜóåùí ôçò ìçœáíÞò. Áí ç ìçœáíÞ ãñÜöåé êåíïýò œáñáêôÞñåò óôï ôÝëïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò, Þ áíôéêáèéóôÜ œáñáêôÞñåò áðü ôï ôÝëïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò ìå êåíïýò, èåùñïýìå üôé ïé êåíïSS œáñáêôÞñåò áðïôåëïýí ìÝñïò ôçò óõìâïëïóåéñÜò.

O(f(n)) êáé áðïöáóSSæåé ôçí L. Ãéá ëüãïõò ðáñüìïéïõò ìå ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ðåñéïñéóìïý œñüíïõ, ìáò åíäéáöÝñïõí êõñSSùò ðïëõùíõìéêÜ (ùò ðñïò ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ) Üíù öñÜãìáôá óôéò áðáéôÞóåéò œþñïõ. Óå áíôéóôïéœSSá ìå ôéò êëÜóåéò P, NP, ïñSSæïõìå ëïéðüí ôéò êëÜóåéò PSPACE êáé NPSPACE:

PSPACE = ⋃ k≥0 SPACE(n^k)

NPSPACE = ⋃ k≥0 NSPACE(n^k)

Áðü ôçí åñãáóSSá ôïõ W. J. Savitch ðñïêýðôåé ôï åîÞò ðïëý óçìáíôéêü áðïôÝëåóìá:

Èåþñçìá 1.5.1 [Sav70] PSPACE = NPSPACE

ÄçëáäÞ ç Üñóç ôçò áðáSSôçóçò ôçò íôåôåñìéíéóôéêÞò õðïëïãéóôéêÞò áêïëïõèSSáò äåí ðñïóöÝñåé åðéðëÝïí äõíáôüôçôåò óôï õðïëïãéóôéêü ìáò ìïíôÝëï üôáí ðåñéïñéæüìáóôå óå œþñï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ.

ÌSSá ãëþóóá L ëÝãåôáé PSPACE-ðëÞñçò áí L ∈ PSPACE êáé ãéá êÜèå L^′ ∈ PSPACE éóœýåé üôé L^′ ≤^p_m L. Ôá ðñþôá PSPACE-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá åìöáíSSæïíôáé óôçí åñãáóSSá ôïõ R. M. Karp [Kar72]. Ïé Stockmeyer êáé Meyer áðïäåéêíýïõí [SM73] üôé ôï ðñüâëçìá QBF åSSíáé PSPACE-ðëÞñåò.

1.5.1 Ôï ðñüâëçìá QBF

Ãéá ôç äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò QBF áðáéôïýíôáé êÜðïéïé ïñéóìïSS:

Ïñéóìüò 1.5.2 Boolean ìåôáâëçôÞ åSSíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå óýìâïëï ìå ôï ïðïSSï ìðïñïýìå íá áíôéóôïéœÞóïõìå ìSSá áðü ôéò äýï áëçèïôéìÝò 0 Þ 1 (ìåñéêÝò öïñÝò ôéò óõìâïëSSæïõìå ìå false Þ true, áíôSSóôïéœá).

Ïñéóìüò 1.5.3 Áí ôï X åSSíáé óýíïëï boolean ìåôáâëçôþí, ïñSSæïõìå ôï óýíïëï F_X ôùí boolean ôýðùí åðSS ôïõ X ùò ôï ìéêñüôåñï óýíïëï ãéá ôï ïðïSSï éóœýïõí:

• 0 ∈ F_X , 1 ∈ F_X .

• x ∈ X ⇒ x ∈ F_X • F_1 ∈ F_X ∧ F_2 ∈ F_X ⇒ (F_1 ∧ F_2) ∈ F_X ∧ (F_1 ∨ F_2) ∈ F_X ∧ ¬(F_1) ∈ F_X Ïñéóìüò 1.5.4 Áí ôï X åSSíáé óýíïëï boolean ìåôáâëçôþí, ïñSSæïõìå ôï óýíïëï QF_X ôùí boolean ôýðùí ìå ðïóïäåSSêôåò åðSS ôïõ X ùò ôï ìéêñüôåñï óýíïëï ãéá ôï ïðïSSï éóœýïõí:

• F ∈ F_X ⇒ F ∈ QF_X • x ∈ X ∧ F ∈ QF_X ⇒ (∃xF ) ∈ QF_X ∧ (∀xF ) ∈ QF_X Ïñéóìüò 1.5.5 Áí F ∈ QF_X , ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ F åSSíáé åêåSSíåò ïé ìåôáâëçôÝò x ∈ X ðïõ äåí äåóìåýïíôáé áðü ðïóïäåSSêôç ∀x Þ ∃x. Ïé èÝóåéò óôéò ïðïSSåò åìöáíSSæåôáé ôï óýìâïëï ìSSáò åëåýèåñçò ìåôáâëçôÞò ïíïìÜæïíôáé åëåýèåñåò åìöáíSSóåéò ôçò ìåôáâëçôÞò.

Ïñéóìüò 1.5.6 Áí F ∈ QF_X , ç Ýêöñáóç F |_{x:=a}, üðïõ a ∈ X ∪ {0; 1}, óõìâïëSSæåé ôïí ôýðï ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí F áí êÜèå åëåýèåñç åìöÜíéóç ôçò ìåôáâëçôÞò x óôïí F áíôéêáôáóôáèåSS ìå a.

Ïñéóìüò 1.5.7 ÁíÜèåóç ôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò åíüò óõíüëïõ X boolean ìåôáâëçôþí åSSíáé ìSSá áðåéêüíéóç áðü ôï óýíïëï X óôï óýíïëï {0; 1}. Áí F ∈ QF_X êáé V åSSíáé ìSSá áíÜèåóç ôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ X, ïñSSæåôáé ç áëçèïôéìÞ V (F ) ùò åîÞò:

• V (F ) = 0, áí F = 0 • V (F ) = 1, áí F = 1 • V (F ) = V (x), áí F = x ∈ X • V (F ) = V (F_1) ∨ V (F_2), áí F = (F_1 ∨ F_2) • V (F ) = V (F_1) ∧ V (F_2), áí F = (F_1 ∧ F_2) • V (F ) = ¬V (F_1), áí F = ¬(F_1)

• V (F ) = V (F_1|_{x:=0}) ∧ V (F_1|_{x:=1}), áí F = (∃xF_1) • V (F ) = V (F_1|_{x:=0}) ∨ V (F_1|_{x:=1}), áí F = (∀xF_1) Ïñéóìüò 1.5.8 QBF åSSíáé ôï óýíïëï ôùí êùäéêïðïéÞóåùí üëùí ôùí boolean ôýðùí ìå ðïóïäåSSêôåò œùñSSò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò, ïé ïðïSSïé Ýœïõí áëçèïôéìÞ 1. Èåþñçìá 1.5.9 [SM73] Ôï QBF åSSíáé PSPACE-ðëÞñåò.

ÊåöÜëáéï 2

Áõôï-áíáãùãÞ

Ïé áíáäñïìéêïSS áëãüñéèìïé åìöáíSSæïíôáé ðïëý öõóéêÜ üôáí, êáôÜ ôçí ðñïóðÜèåéá óœåäSSáóçò åíüò áëãïñSSèìïõ ãéá êÜðïéï ðñüâëçìá, áóœïëïýìáóôå ìå áíôéêåSSìåíá ðïõ åSSíáé ïñéóìÝíá ìå åðáãùãéêü ôñüðï. Êëáóéêü ðáñÜäåéãìá áíôéêåéìÝíïõ ðïõ ïñSSæåôáé ìå áõôüí ôïí ôñüðï åSSíáé ôï äÝíôñï, êáé ïé áëãüñéèìïé ðïõ åêôåëïýí ëåéôïõñãSSåò ðÜíù óå äÝíôñá åSSíáé åê öýóåùò áíáäñïìéêïSS.

Ç Ýííïéá ôçò áõôï-áíáãùãÞò óõíäÝåôáé óôåíÜ ìå ôçí áíáäñïìÞ. Áí ìSSá ãëþóóá åSSíáé áõôï-áíáãùãéêÞ, ïõóéáóôéêÜ Ýœïõìå áìÝóùò äéáèÝóéìï Ýíáí áíáäñïìéêü áëãüñéèìï ãéá íá áðïöáóSSóïõìå ôç ãëþóóá. Óôçí åíüôçôá 2.2 èá åêìåôáëëåõôïýìå ôçí éäéüôçôá áõôï-áíáãùãÞò ôïõ óõíüëïõ SAT þóôå íá êáôáëÞîïõìå óå óõìðåñÜóìáôá óœåôéêÜ ìå ôçí ýðáñîç äýóêïëùí ãëùóóþí ìå \ëSSãá" óôïéœåSSá óôéò êëÜóåéò NP, coNP. ÕðïèÝôïíôáò ôçí ýðáñîç ôÝôïéùí ãëùóóþí, èá êáôáóêåõÜóïõìå áðïäïôéêïýò íôåôåñìéíéóôéêïýò áëãïñSSèìïõò ðïõ áðïöáóSSæïõí ôï SAT øáëéäSSæïíôáò ôï äÝíôñï áõôï-áíáãùãÞò ôïõ, êáôáëÞãïíôáò Ýôóé óôï óõìðÝñáóìá P = NP ðïõ èåùñåSSôáé åõñÝùò áíáëçèÝò œùñSSò ùóôüóï íá Ýœåé áðïäåéœèåSS. ÅðåêôåSSíïíôáò áõôÞí ôçí ôåœíéêÞ ôïõ øáëéäSSóìáôïò, óôçí åíüôçôá 2.3 èá äïýìå üôé ç êëÜóç NP äåí Ýœåé ðëÞñç áñáéÜ óýíïëá, åêôüò áí P = NP. Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôïý ôïõ áðïôåëÝóìáôïò èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ áñéóôåñïý óõíüëïõ.

2.1 ÅéóáãùãéêÜ

2.1.1 ÕðïëïãéóìïSS ìå ìáíôåSSï

Ïñéóìüò 2.1.1 Ç ìçœáíÞ Turing ìå ìáíôåSSï (OTM) åSSíáé ìSSá ìçœáíÞ Turing ìå ðïëëáðëÝò ôáéíSSåò, ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò åSSíáé ç åéäéêÞ ôáéíSSá åñùôÞóåùí ðñïò ôï ìáíôåSSï, êáé ôñåéò îåœùñéóôÝò êáôáóôÜóåéò query, yes, no.

Ôï ìáíôåSSï åSSíáé Ýíá ðñïêáèïñéóìÝíï, ãéá êÜèå ìçœáíÞ, óýíïëï óôï ïðïSSï ç ìçœáíÞ ìðïñåSS áíÜ ðÜóá óôéãìÞ íá ãíùñSSæåé áí ìSSá äåäïìÝíç óõìâïëïáêïëïõèSSá áíÞêåé Þ üœé. ÓõãêåêñéìÝíá, Ýóôù üôé ìSSá ìçœáíÞ Ýœåé ìáíôåSSï A, êáé üôé êÜðïéá óôéãìÞ êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ õðïëïãéóìïý ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç query, åíþ ç ôáéíSSá åñùôÞóåùí ðåñéÝœåé ôç óõìâïëïáêïëïõèSSá w. Ôüôå ç åðüìåíç ìåôÜâáóç èá åSSíáé ðñïò ôçí êáôÜóôáóç yes, áí w ∈ A, Þ ðñïò ôçí êáôÜóôáóç no, áí w =∈ A. Èåùñïýìå üôé ôá ðåñéåœüìåíá ôçò ôáéíSSáò åñùôÞóåùí óâÞíïíôáé áêáñéáSSá êáôÜ ôç ìåôÜâáóç óôçí êáôÜóôáóç yes Þ no, êáèþò êáé üôé ïé õðüëïéðåò ôáéíSSåò êáé ïé èÝóåéò ôùí êåöáëþí ðáñáìÝíïõí áìåôÜâëçôåò. Áí M åSSíáé ìSSá OTM ìå ìáíôåSSï A, óõìâïëSSæïõìå ìå L(M; A) ôç ãëþóóá ðïõ áðïöáóSSæåé ç ìçœáíÞ áõôÞ.

ÌSSá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìå ìáíôåSSï ìðïñåSS íá åîïìïéþóåé ôç ëåéôïõñãSSá ìSSáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò Turing œùñSSò ìáíôåSSï. Áí M åSSíáé ìSSá NTM, èåùñïýìå ôçí OTM M_0 ìå ìáíôåSSï Á, ôï ïðïSSï ðåñéÝœåé ùò óôïéœåSSá üëåò ôéò íüìéìåò áêïëïõèSSåò óôéãìéïôýðùí ôçò M ðïõ ïäçãïýí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, êáèþò êáé üëá ôá áñœéêÜ ôìÞìáôÜ ôïõò. Ç M_0 åîïìïéþíåé ôç ëåéôïõñãSSá ôçò M óå åSSóïäï x ìå ôïí áëãüñéèìï 1. Ç M_0 œñçóéìïðïéåSS ôï ìáíôåSSï A þóôå íá åðéëÝãåé, áíáìÝóá óå üëåò ôéò äõíáôÝò ìåôáâÜóåéò ôçò M óå êÜèå âÞìá õðïëïãéóìïý, åêåSSíç ðïõ åSSíáé åããõçìÝíï üôé èá ïäçãÞóåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Ãéá ôçí ïñèüôçôá ôïõ áëãïñSSèìïõ 1, ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

• Áí x ∈ L(M), ôüôå åî ïñéóìïý õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí ìSSá Ýãêõñç áêïëïõèSSá óôéãìéïôýðùí ôçò M ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. ćñá ç óõíèÞêç ôçò ãñáììÞò 1.9 äåí èá éêáíïðïéçèåSS ðïôÝ, åíþ üôáí ç c

Áëãüñéèìïò 1 ÅîïìïSSùóç ôçò NTM M áðü ôçí OTM M_0 ÅSSóïäïò: x 1: s ← áñœéêü óôéãìéüôõðï ôçò M ìå åSSóïäï x ▶ s: ôñÝœïí óôéãìéüôõðï 2: c ← " ▶ c: ìÝœñé óôéãìÞò áêïëïõèSSá óôéãìéïôýðùí 3: loop 4: if ç êáôÜóôáóç ôïõ s åSSíáé ç êáôÜóôáóç áðïäïœÞò then 5: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 6: end if 7: c ← cs 8: R ← {t : t åSSíáé Ýãêõñï åðüìåíï óôéãìéüôõðï ôïõ s} 9: if ∀t ∈ R(ct =∈ A) then ▶ åñùôÞóåéò óôï ìáíôåSSï 10: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 11: else if ∃t ∈ R(ct ∈ A) then 12: s ← t 13: end if 14: end loop

ðåñéÝœåé ïëüêëçñç ôçí áêïëïõèSSá áõôÞ, ôüôå èá éêáíïðïéçèåSS ç óõíèÞêç ôçò ãñáììÞò 1.4 êáé ç M_0 èá áðïäåœèåSS ôï x.

• ÁíôSSèåôá, áí x =∈ L(M) ôüôå äåí õðÜñœåé áêïëïõèSSá óôéãìéïôýðùí ôçò M ðïõ íá êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, äçëáäÞ ôï ìáíôåSSï A ôçò M_0 åSSíáé ôï êåíü óýíïëï. ćñá ç óõíèÞêç ôçò ãñáììÞò 1.9 èá éêáíïðïéçèåSS áìÝóùò êáé ç M_0 èá áðïññSSøåé ôï x.

Ðñïêýðôåé ëïéðüí üôé ïé M, M_0 áðïäÝœïíôáé áêñéâþò ôçí SSäéá ãëþóóá.

Ç ðñïóèÞêç ôïõ ìáíôåSSïõ üìùò åíäõíáìþíåé ôï ìïíôÝëï ôçò ìçœáíÞò Turing êáôÜ ðïëý ðåñéóóüôåñï áðü ôçí Üñóç ôïõ ðåñéïñéóìïý ôïõ íôåôåñìéíéóìïý. ÁñêåSS íá óêåöôåSS êáíåSSò üôé èá ìðïñïýóáìå íá Ýœïõìå èåùñÞóåé ìSSá OTM M_1 ìå ìáíôåSSï ôï SSäéï ôï óýíïëï L(M). Ôüôå ç åîïìïSSùóç ôçò M áðü ôçí M_1 èá åêöõëéæüôáí óôçí áðëÞ áíôéãñáöÞ ôçò åéóüäïõ óôçí ôáéíSSá åñùôÞóåùí ðñïò ôï ìáíôåSSï, êáé óôçí áðïäïœÞ áí x ∈ L(M) Þ óôçí áðüññéøç áí x =∈ L(M). ÃåíéêÜ, ìSSá OTM ìðïñåSS íá áðïöáóSSóåé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï R, áí ùò ìáíôåSSï èåùñÞóïõìå ôï SSäéï ôï óýíïëï R. ÅðïìÝíùò ç åîïìïSSùóç ìSSáò OTM áðü ìSSá NTM äåí åSSíáé åöéêôÞ óôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç.

Ãéá ôïõò õðïëïãéóìïýò ìå ìáíôåSSï åéóÜãïõìå ôïõò áêüëïõèïõò óõìâïëéóìïýò:

Ïñéóìüò 2.1.2 Áí C åSSíáé ìSSá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò ðïõ ïñSSæåôáé ìå ðåñéïñéóìü œñüíïõ êáé A åSSíáé Ýíá óýíïëï, ïñSSæåôáé ç êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò C^A ùò ç êëÜóç ðïõ ðåñéÝœåé ôéò ãëþóóåò ðïõ áðïöáóSSæïíôáé ìå ìçœáíÝò Turing ðïõ Ýœïõí ôïõò SSäéïõò ðåñéïñéóìïýò œñüíïõ üðùò ç C, áëëÜ ìðïñïýí íá œñçóéìïðïéïýí ôï óýíïëï A ùò ìáíôåSSï.

Ïñéóìüò 2.1.3 Áí C åSSíáé ìSSá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò ðïõ ïñSSæåôáé ìå ðåñéïñéóìü œñüíïõ êáé D åSSíáé ìSSá ïðïéáäÞðïôå êëÜóç ãëùóóþí, ôüôå:

C^D = ⋃ A∈D C^A

2.1.2 Ïñéóìüò ôçò áõôï-áíáãùãÞò

Ïñéóìüò 2.1.4 ÿíá óýíïëï A Ýœåé ôçí éäéüôçôá ôçò áõôï-áíáãùãÞò áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé ìSSá íôåôåñìéíéóôéêÞ OTM ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ M, þóôå íá éóœýïõí:

1. A = L(M; A).

2. Ãéá êÜèå åSSóïäï ìÞêïõò n, ç M èÝôåé óôï ìáíôåSSï åñùôÞóåéò ãéá óõìâïëïóåéñÝò ìÞêïõò ôï ðïëý n − 1.

Ç ðñþôç óõíèÞêç ðïõ áðáéôïýìå õðïäçëþíåé üôé ôï óýíïëï A åSSíáé óôáèåñü óçìåSSï ôçò óõíÜñôçóçò L(M; ·). ÌÜëéóôá, œñçóéìïðïéþíôáò ôç äåýôåñç óõíèÞêç ìðïñïýìå íá áðïäåSSîïõìå üôé áõôü ôï óôáèåñü óçìåSSï åSSíáé êáé ìïíáäéêü.

Èåþñçìá 2.1.5 Áí ôï óýíïëï A Ýœåé ôçí éäéüôçôá ôçò áõôï-áíáãùãÞò, M åSSíáé ç OTM ôçò ïðïSSáò ç ýðáñîç ðñïêýðôåé åî ïñéóìïý ôçò éäéüôçôáò áõôÞò êáé B åSSíáé Ýíá óýíïëï ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé B = L(M; B), ôüôå A = B.

Áðüäåéîç

ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé ïé A, B åSSíáé ãëþóóåò åðSS åíüò êïéíïý áëöáâÞôïõ Σ. Èá áðïäåSSîïõìå üôé

∀n ∈ N ∀x ∈ Σ^n (x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B)

Ç áðüäåéîç èá ãSSíåé ìå åðáãùãÞ óôï n.

Ãéá n = 0, áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé " ∈ A ⇐⇒ " ∈ B. ÅðåéäÞ |"| = 0, ç Ì äåí èÝôåé êáìSSá åñþôçóç óôï ìáíôåSSï. ÅðïìÝíùò áðïäÝœåôáé Þ áðïññSSðôåé ôï " áíåîÜñôçôá áðü ôï ìáíôåSSï: " ∈ L(M; A) ⇐⇒ " ∈ L(M; B), êáé åðåéäÞ A = L(M; A), B = L(M; B), ðáSSñíïõìå ôï æçôïýìåíï: " ∈ A ⇐⇒ " ∈ B.

ÿóôù üôé ãéá êÜèå n < k éóœýåé üôé:

∀x ∈ Σ^n (x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B) (2.1)

Èá äåSSîïõìå üôé ∀x ∈ Σ^k (x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B). ÊáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìå åSSóïäï x ∈ Σ^k, ç M èÝôåé óôï ìáíôåSSï åñùôÞóåéò ìå ìÞêïò ôï ðïëý k − 1. Áò åSSíáé a_1; a_2; : : : ç áêïëïõèSSá ôùí åñùôÞóåùí ôçò M êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ìå åSSóïäï x êáé ìáíôåSSï A, b_1; b_2; : : : ç áêïëïõèSSá åñùôÞóåùí ôçò M êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ìå åSSóïäï x êáé ìáíôåSSï B, êáé j ï ìéêñüôåñïò äåSSêôçò ãéá ôïí ïðïSSï éóœýåé a_j ≠ b_j . Åöüóïí ïé åñùôÞóåéò ìå äåSSêôç < j ðñïò ôá äýï ìáíôåSSá åSSíáé SSäéåò êáé Ýœïõí ìÞêïò < k, éóœýåé ãéá áõôÝò ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç 2.1 êáé êáôÜ óõíÝðåéá ïé áðáíôÞóåéò ðïõ èá ëÜâåé ç M åSSíáé SSäéåò. Åðéðñüóèåôá, ïé êáíüíåò ìåôáâÜóåùí ôçò M åSSíáé SSäéåò êáé ãéá ôéò äýï åêôåëÝóåéò, Üñá ç ìçœáíÞ èá âñSSóêåôáé áêñéâþò óôï SSäéï óôéãìéüôõðï êáé óôéò äýï åêôåëÝóåéò, ðñïôïý èÝóåé ôçí j-ïóôÞ åñþôçóç. ćñá äåí ìðïñåSS íá éóœýåé a_j ≠ b_j . Ðñïêýðôåé ëïéðüí üôé ç M èÝôåé ôçí SSäéá áêïëïõèSSá åñùôÞóåùí ðñïò ôá äýï ìáíôåSSá, ëáìâÜíåé ôéò SSäéåò áðáíôÞóåéò ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò, êáé êáôÜ óõíÝðåéá áðïäÝœåôáé Þ áðïññSSðôåé ôï x êáé óôéò äýï åêôåëÝóåéò.

ÁðïäåSSîáìå üôé ∀n ∈ N ∀x ∈ Σ^n (x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B), áðü ôï ïðïSSï Ýðåôáé Üìåóá üôé A = B. ■

Ãéá ôá óýíïëá ðïõ Ýœïõí ôçí éäéüôçôá ôçò áõôï-áíáãùãÞò, Ýíá åñþôçìá ôçò ìïñöÞò \x ∈ A;" ìå |x| = n áíÜãåôáé óå Ýíá ðëÞèïò åñùôçìÜôùí ôçò ìïñöÞò \w ∈ A;" ìå |w| < n. ÁíôSS íá áíáèÝóïõìå óå Ýíá ìáíôåSSï ôçí áðÜíôçóç óå áõôÜ ôá \ìéêñüôåñá" ðñïâëÞìáôá, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ìSSá ìçœáíÞ Turing ç ïðïSSá œñçóéìïðïéåSS ôïõò äéêïýò ôçò ðüñïõò ãéá íá äþóåé áðÜíôçóç óå áõôÜ êáé êáô’åðÝêôáóç óôï áñœéêü åñþôçìá. ÓõãêåêñéìÝíá, áò õðïèÝóïõìå üôé ôï óýíïëï A Ýœåé ôçí éäéüôçôá ôçò áõôï-áíáãùãÞò. Åî ïñéóìïý ôçò éäéüôçôáò áõôÞò, õðÜñœåé ìSSá OTM ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ M ðïõ èÝôåé óôï ìáíôåSSï åñùôÞóåéò ìå ìÞêïò áõóôçñÜ ìéêñüôåñï ôïõ ìÞêïõò ôçò åéóüäïõ ôçò êáé áðïäÝœåôáé ôï A œñçóéìïðïéþíôáò ôï A ùò ìáíôåSSï. Èåùñïýìå ôçí DTM M^′ ðïõ åîïìïéþíåé ôç ëåéôïõñãSSá ôçò M, ìå ìSSá äéáöïñÜ: êÜèå öïñÜ ðïõ ç M èÝôåé ìSSá åñþôçóç w óôï ìáíôåSSï, ç M^′ áðïèçêåýåé ôï óôéãìéüôõðï óôï ïðïSSï âñSSóêåôáé óå ìSSá óôïSSâá êáé îåêéíÜåé áðü ôçí áñœÞ ìå åSSóïäï w ãéá íá õðïëïãSSóåé áí w ∈ A Þ üœé. ĳôáí ïëïêëçñùèåSS ï õðïëïãéóìüò, ç ìçœáíç åéóÝñœåôáé óôçí êáôÜóôáóç yes áí w ∈ A Þ óôçí êáôÜóôáóç no áí w =∈ A êáé áíáóýñåé áðü ôç óôïSSâá ôï óôéãìéüôõðï áðü ôï ïðïSSï èá óõíåœSSóåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò. Ðñüêåéôáé ãéá ìSSá áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóSSá óôçí ïðïSSá áðáéôåSSôáé œþñïò ôüóï ãéá ôç óôïSSâá üóï êáé ãéá ôïí êáèåáõôü õðïëïãéóìü ôçò ìçœáíÞò. ÅðåéäÞ ç M åSSíáé ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, ãéá êÜèå åðéìÝñïõò õðïëïãéóìü œñåéÜæåôáé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêüò œþñïò. ÅðSSóçò, ôï ìÝãåèïò ôçò óôïSSâáò äåí ðñüêåéôáé íá îåðåñÜóåé ôá |x| óôéãìéüôõðá, üðïõ x ç áñœéêÞ åSSóïäïò. ćñá ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò M^′ áñêåSS óõíïëéêÜ ðïëõùíõìéêüò œþñïò. ÊáôáëÞãïõìå ëïéðüí óôï:

Èåþñçìá 2.1.6 Áí ôï óýíïëï A Ýœåé ôçí éäéüôçôá ôçò áõôï-áíáãùãÞò, ôüôå A ∈ PSPACE.

2.1.3 ÁñáéÜ óýíïëá

Óôçí ðáñÜãñáöï 1.3 ïñSSóáìå ôéò ãëþóóåò ùò õðïóýíïëá ôïõ óýíïëïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôá óýìâïëá åíüò áëöáâÞôïõ Σ. Óå êÜèå ãëþóóá L áíôéóôïéœåSS ìSSá óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò dens_L : N → N (census/density function). Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n, ç ôéìÞ dens_L(n) åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí óõìâïëïóåéñþí ðïõ áíÞêïõí óôçí L êáé Ýœïõí ìÞêïò ôï ðïëý n: dens_L(n) = |{x ∈ L : |x| ≤ n}| Ç ðõêíüôçôá ìSSáò ãëþóóáò äåí ìðïñåSS íá áõîÜíåé ìå ñõèìü ìåãáëýôåñï áðï åêèåôéêü, áöïý ç ãëþóóá ðåñéÝœåé ôï ðïëý k^n óõìâïëïóåéñÝò ìÞêïõò n, üðïõ k ôï ðëÞèïò ôùí óõìâüëùí ôïõ áëöáâÞôïõ. Áí ç ðõêíüôçôá ìSSáò ãëþóóáò öñÜóóåôáé Üíù áðü êÜðïéï ðïëõþíõìï, ç ãëþóóá ïíïìÜæåôáé áñáéÞ: Ïñéóìüò 2.1.7 ÌSSá ãëþóóá L ïíïìÜæåôáé áñáéÞ áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï p(n) þóôå dens_L(n) ≤ p(n), ãéá êÜèå öõóéêü n. Óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò åSSíáé œñÞóéìï íá èåùñïýìå ôéò áñáéÝò ãëþóóåò ùò ôéò ãëþóóåò ðïõ ðåñéÝœïõí ðïëõùíõìéêü ðëÞèïò óõìâïëïóåéñþí ãéá êÜèå äïóìÝíï ìÞêïò. Áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé ïé äýï ïñéóìïSS åSSíáé éóïäýíáìïé. Èåþñçìá 2.1.8 ÌSSá ãëþóóá S åSSíáé áñáéÞ áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï p(n) þóôå |S^{=n}| ≤ p(n), ãéá êÜèå öõóéêü n^1. Áðüäåéîç

ÿóôù üôé ç ãëþóóá S åSSíáé áñáéÞ. Éóœýåé S^{=n} ⊆ S^{≤n} ⇒ |S^{=n}| ≤ | |S≤n | | ⇒ |S^{=n}| ≤ dens_S(n). ÅðåéäÞ ç S åSSíáé áñáéÞ, ç dens_S åSSíáé ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç.

ÁíôSSóôñïöá, Ýóôù üôé õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï p(n) =

∑_k i=0 a_in^i, þóôå ãéá êÜèå öõóéêü n íá éóœýåé |S^{=n}| ≤ p(n). ÿœïõìå üôé S^{≤n} =

⋃_n

j=0 S^{=j} ⇒ | |S≤n | | ≤ ∑^n_{j=0} |S=j | ≤ ∑^n_{j=0} p(j) = ∑^n_{j=0} ∑^k_{i=0} a_iji = ∑^k_{i=0} a_i ∑^n_{j=0} ji ≤ ∑_k

i=0 |a_i|

∑_n j=0 n^i = (n + 1)

∑_k i=0 |a_i|n^i = (n + 1)p^′(n), üðïõ ôï p^′(n) Ýœåé ùò óõíôåëåóôÝò ôéò áðüëõôåò ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ p(n). ■ ÕðïêáôçãïñSSá ôùí áñáéþí ãëùóóþí åSSíáé ïé ìïíïóõìâïëéêÝò (tally) ãëþóóåò, ïé ïðïSSåò ðåñéÝœïõí óõìâïëïóåéñÝò ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü åðáíáëÞøåéò åíüò ìïíáäéêïý óõìâüëïõ:

1Ôï óýíïëï S^{=n} åSSíáé ôï óýíïëï ôùí óôïéœåSSùí ôïõ S ðïõ Ýœïõí ìÞêïò n. ÓõìâïëSSæïõìå åðSSóçò ìå S^{≤n} ôï óýíïëï ôùí óôïéœåSSùí ôïõ S ðïõ Ýœïõí ìÞêïò ôï ðïëý n. Óýìöùíá ìå áõôüí ôï óõìâïëéóìü, dens_S (n) = | S^{≤n} | .

Ïñéóìüò 2.1.9 ÌSSá ãëþóóá ïíïìÜæåôáé ìïíïóõìâïëéêÞ áí êáé ìüíï áí åSSíáé õðïóýíïëï ôïõ {¸}^?, üðïõ ¸ åSSíáé êÜðïéï óýìâïëï.

ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé áí ç A åSSíáé ìïíïóõìâïëéêÞ ãëþóóá, ôüôå dens_A(n) ≤ n. ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé ìïíïóõìâïëéêÝò ãëþóóåò åSSíáé áñáéÝò. Ïé ðéï ðõêíÝò ãëþóóåò åSSíáé áõôÝò ðïõ ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôÜò ôïõò áõîÜíåé åêèåôéêÜ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí Ýœïõìå Ýíá áëöÜâçôï Σ ìå |Σ| = k, ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ôçò ãëþóóáò ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëåò ôéò ðåðåñáóìÝíåò óõìâïëïáêïëïõèSSåò åðSS áõôïý ôïõ áëöáâÞôïõ åSSíáé:

dens_Σ? (n) = n∑ i=0 k^i = k^{n+1} − 1 k − 1 Áðü ìSSá Üðïøç, ïé ðéï áñáéÝò ãëþóóåò åSSíáé ïé ðåðåñáóìÝíåò ãëþóóåò, áöïý ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ïðïéáóäÞðïôå ðåðåñáóìÝíçò ãëþóóáò öñÜóóåôáé Üíù áðü êÜðïéá óôáèåñÜ.

Ïé áñáéÝò ãëþóóåò åSSíáé áñêåôÜ \áðëÝò" þóôå íá åSSíáé åîáéñåôéêÜ áðSSèáíï êÜðïéá áðü áõôÝò íá åSSíáé NP-ðëÞñçò. Óôéò åðüìåíåò ðáñáãñÜöïõò èá äïýìå ïñéóìÝíá áðïôåëÝóìáôá ðïõ óõóœåôSSæïõí ôç äõóêïëSSá ôùí áñáéþí óõíüëùí ìå ôï åñþôçìá P^?= NP. Ïé áðïäåSSîåéò áõôþí ôùí áðïôåëåóìÜôùí åðéäåéêíýïõí åíäéáöÝñïõóåò áëãïñéèìéêÝò ôåœíéêÝò ðïõ åêìåôáëëåýïíôáé ôçí éäéüôçôá ôçò áõôï-áíáãùãÞò ðïõ äéáèÝôåé ôï ðñüâëçìá SAT.

2.2 Ç ôåœíéêÞ ôïõ øáëéäSSóìáôïò

Óôï ðñüâëçìá SAT, äSSíåôáé ìSSá ëïãéêÞ Ýêöñáóç ffi ìå n åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò êáé ôSSèåôáé ôï åñþôçìá áí õðÜñœåé áíÜèåóç ôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò áõôÝò þóôå ç Ýêöñáóç íá åSSíáé áëçèÞò. Áí x åSSíáé ìSSá áðü ôéò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôçò ffi, ôüôå ïé åêöñÜóåéò ffi [x := 1] êáé ffi [x := 0] Ýœïõí áêñéâþò n − 1 åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò. ÅðSSóçò, åSSíáé ðñïöáíÝò üôé áí ç áíÜèåóç u éêáíïðïéåSS ôçí ffi [x := v], üðïõ v ∈ {0; 1}, ôüôå êáé ìüíï ôüôå ç áíÜèåóç u ∪ {(x; v)} èá éêáíïðïéåSS ôçí ffi. Ç OTM ìå ìáíôåSSï SAT ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï 2 éêáíïðïéåSS ôéò áðáéôÞóåéò ôïõ ïñéóìïý 2.1.4, åöüóïí åSSíáé åýêïëï íá åðéíïÞóåé êáíåSSò Ýíá óœÞìá êùäéêïðïSSçóçò ëïãéêþí åêöñÜóåùí þóôå ïé åêöñÜóåéò

Áëãüñéèìïò 2 Áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôï SAT, ìå ìáíôåSSï SAT êáé åñùôÞóåéò ìå ìéêñüôåñï ìÞêïò áðü ôçí åSSóïäï ÅSSóïäïò: ffi 1: if ç ffi äåí Ýœåé ìåôáâëçôÝò then 2: áðïôSSìçóå ôçí ffi êáé áðïäÝîïõ áí ç ôéìÞ åSSíáé 1, áëëéþò áðüññéøå 3: end if 4: Ýóôù x ç ðñþôç ìåôáâëçôÞ ôçò ffi 5: if ffi [x := 0] ∈ SAT Þ ffi [x := 1] ∈ SAT then áðïäÝîïõ 6: else áðüññéøå 7: end if

ffi [x := 1] êáé ffi [x := 0] íá Ýœïõí ìéêñüôåñï ìÞêïò áðü ôçí ffi. ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï SAT Ýœåé ôçí éäéüôçôá ôçò áõôï-áíáãùãÞò, ãåãïíüò ôï ïðïSSï áíáöÝñåé ãéá ðñþôç öïñÜ ï Schnorr óôï [Sch76].

2.2.1 NP-äýóêïëåò ìïíïóõìâïëéêÝò ãëþóóåò

Èåþñçìá 2.2.1 [Ber78] Áí õðÜñœåé ìïíïóõìâïëéêÞ ãëþóóá ðïõ åSSíáé NPäýóêïëç, ôüôå P = NP.

Áðüäåéîç

ÿóôù T ìSSá ìïíïóõìâïëéêÞ NP-äýóêïëç ãëþóóá. ÊÜèå ðñüâëçìá ôçò êëÜóçò NP áíÜãåôáé óôçí T , óõíåðþò êáé SAT ≤^p_m T . ÕðÜñœåé äçëáäÞ ìSSá óõíÜñôçóç g, õðïëïãéóôÞ óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï, ôÝôïéá þóôå:

(∀x) x ∈ SAT ⇐⇒ g(x) ∈ T

Ìå ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò, äçëáäÞ üôé õðÜñœåé ç ãëþóóá T êáé ç óõíÜñôçóç g, ï áëãüñéèìïò 3 áðïöáóSSæåé ôï SAT. Èá äåSSîïõìå óôç óõíÝœåéá áöåíüò ôçí ïñèüôçôá ôïõ áëãïñSSèìïõ êáé áöåôÝñïõ üôé åSSíáé áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, áðü ôï ïðïSSï Ýðåôáé üôé P = NP.

ÁñœéêÜ ðáñáôçñïýìå üôé áí ãéá ìSSá Ýêöñáóç éóœýåé üôé g( ) =∈ {1}^?, ôüôå =∈ SAT, äéüôé óå áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç èá åSSœáìå ∈ SAT ⇒ g( ) ∈ T ⇒

Áëãüñéèìïò 3 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï SAT, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.1 ÅSSóïäïò: ëïãéêÞ Ýêöñáóç ffi ìå ìåôáâëçôÝò v_1; v_2; : : : ; v_m, m ≥ 0 1: C ← {ffi} 2: for i ← 1 to m do 3: S ← ∅ 4: for all ∈ C do 5: S ← S ∪ { [v_i := 1] ; [v_i := 0]} 6: end for 7: C ← ∅ 8: for all ∈ S do 9: if g( ) ∈ {1}^? êáé äåí õðÜñœåé Üëëç Ýêöñáóç ^′ ∈ C ìå g( ^′) = g( ) then 10: C ← C ∪ { } 11: end if 12: end for 13: end for 14: áí õðÜñœåé Ýêöñáóç ∈ C ìå ôéìÞ 1 ôüôå áðïäÝîïõ, áëëéþò áðüññéøå g( ) ∈ {1}^?. ÅðSSóçò, áí ãéá äýï åêöñÜóåéò , ^′ éóœýåé g( ^′) = g( ), ôüôå åSSôå êáé ïé äýï åSSíáé éêáíïðïéÞóéìåò, åSSôå êáé ïé äýï åSSíáé ìç éêáíïðïéÞóéìåò. ÐñáãìáôéêÜ, ∈ SAT ⇔ g( ) ∈ T ⇔ g( ^′) ∈ T ⇔ ^′ ∈ SAT.

Èåùñïýìå ìSSá åêôÝëåóç ôïõ áëãïñSSèìïõ ìå åSSóïäï ffi, êáé ôéò áêïëïõèSSåò {C_i}_{0≤i≤m}, {S_i}_{1≤i≤m}, üðïõ m ôï ðëÞèïò ôùí ìåôáâëçôþí ôçò ffi, C_0 = {ffi}, C_i åSSíáé ôï óýíïëï C ðïõ ðñïêýðôåé óôï ôÝëïò ôçò i-ïóôÞò åðáíÜëçøçò ôïõ åîùôåñéêïý âñüœïõ for ôçò ãñáììÞò 3.2, êáé S_i åSSíáé ôï óýíïëï S ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí SSäéá åðáíÜëçøç. Ðñïöáíþò ffi ∈ SAT áí êáé ìüíï áí ôï óýíïëï C_0 ðåñéÝœåé éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç. Èá äåSSîïõìå üôé ôï C_i ðåñéÝœåé éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç áí êáé ìüíï áí ôï C_{i+1} ðåñéÝœåé éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç.

Ëüãù ôçò éäéüôçôáò ôçò áõôï-áíáãùãÞò ôïõ SAT, áí ôï C_{i+1} ðåñéÝœåé ìSSá éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç [x := v], ôüôå ôï C_i ðåñéÝœåé ôçí éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç . ÁíôSSóôñïöá, Ýóôù üôé ∈ C_i êáé ç åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç. Ïé åêöñÜóåéò _0 ≡ [v_{i+1} := 0] êáé _1 ≡ [v_{i+1} := 1], áðü ôéò ïðïSSåò ôïõëÜœéóôïí ç ìSSá åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç, èá ðåñéÝœïíôáé óôï S_{i+1}. ÄéáêñSSíïõìå ðåñéðôþóåéò:

• Áí ç _0 åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç, óôçí åðáíÜëçøç ôïõ âñüœïõ for 3.8 ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí _0 èá Ýœïõìå g( _0) ∈ {1}^? (áöïý _0 ∈ SAT ⇒ g( _0) ∈ T ), êáé áí äåí õðÜñœåé Üëëç Ýêöñáóç ^′ ∈ C_{i+1} ìå g( ^′) = g( _0), ç _0 èá åéóáœèåSS óôï C_{i+1}. Áí õðÜñœåé Ýêöñáóç ^′ ∈ C_{i+1} ìå g( ^′) = g( _0), ôüôå ç _0 äåí èá ðåñéëçöèåSS óôï C_{i+1} üìùò ãéá ôçí ^′ éóœýåé g( ^′) = g( _0) ∈ T ⇒ ^′ ∈ SAT. ÅðïìÝíùò óå êÜèå ðåñSSðôùóç èá õðÜñœåé óôï C_{i+1} ìSSá éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç.

• Áí ç _0 äåí åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç, ôüôå ç _1 ðñÝðåé íá åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç. ĳðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, óôçí åðáíÜëçøç ôïõ âñüœïõ for 3.8 ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí _1, åSSôå ç _1 èá ðåñéëçöèåSS óôï C_{i+1}, åSSôå èá ðñïêýøåé üôé õðÜñœåé Þäç óôï C_{i+1} êÜðïéá éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç.

Ãéá êÜèå i, ôï óýíïëï C_i ðåñéÝœåé åêöñÜóåéò ìå áêñéâþò m − i ìåôáâëçôÝò. Áí ç åSSóïäïò åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç, ôüôå êáé ìüíï ôüôå ôï C_m èá ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí ìSSá éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç œùñSSò ìåôáâëçôÝò, äçëáäÞ ôïõëÜœéóôïí ìSSá Ýêöñáóç ðïõ áðïôéìÜôáé óôçí áëçèïôéìÞ 1. Áõôü áêñéâþò åëÝãœåé ï áëãüñéèìïò óôï âÞìá 3.14. ćñá ç ïñèüôçôá áðïäåSSœôçêå êáé áðïìÝíåé íá äåéœôåSS üôé ðñüêåéôáé ãéá áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ.

Ç óõíÜñôçóç g åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Ç ìçœáíÞ Turing ðïõ ôçí õðïëïãSSæåé ìðïñåSS íá ãñÜöåé óôçí Ýîïäï ôï ðïëý Ýíá óýìâïëï áíÜ ìåôÜâáóç, óõíåðþò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï p þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé |g(x)| ≤ p(|x|). ÊÜèå Ýíá áðü ôá óýíïëá {C_i}_{1≤i≤m} ðåñéÝœåé åêöñÜóåéò ìå ìÞêïò ôï ðïëý |ffi| ïé ïðïSSåò áíôéóôïéœSSæïíôáé ìÝóù ôçò g óå äéáöïñåôéêÜ óôïéœåSSá ôïõ {1}^?, ôá ïðïSSá êáôÜ óõíÝðåéá Ýœïõí ìÞêïò ôï ðïëý p(|ffi|). ÅðïìÝíùò ôï ðëÞèïò ôïõò åSSíáé ôï ðïëý dens_{{1}}? (p(|ffi|)) ≤ p(|ffi|). Åöüóïí ôï óýíïëï C ðåñéÝœåé óå êÜèå åðáíÜëçøç ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü (ùò ðñïò ôï |ffi|) ðëÞèïò åêöñÜóåùí, êáé åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç g åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ðñïêýðôåé üôé ïëüêëçñïò ï áëãüñéèìïò åêôåëåSSôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ■ Ðüñéóìá 2.2.2 [Ber78] Áí õðÜñœåé ìïíïóõìâïëéêÞ ãëþóóá ðïõ åSSíáé NPðëÞñçò, ôüôå P = NP.

2.2.2 coNP-äýóêïëåò áñáéÝò ãëþóóåò

Ïñéóìüò 2.2.3 coNP = { L : L ∈ NP }

ÄçëáäÞ ïé ãëþóóåò ðïõ áíÞêïõí óôçí êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò coNP åSSíáé áêñéâþò áõôÝò ðïõ ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõò áíÞêïõí óôçí NP. Ãåíéêüôåñá, áí C åSSíáé ìSSá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò, ç êëÜóç coC åSSíáé ç êëÜóç ðïõ ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò ðïõ ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõò áíÞêïõí óôçí C.

Èåþñçìá 2.2.4 [For79] Áí õðÜñœåé áñáéÞ ãëþóóá ðïõ åSSíáé coNP-äýóêïëç, ôüôå P = NP.

Áðüäåéîç

ÿóôù S ìSSá áñáéÞ coNP-äýóêïëç ãëþóóá, êáé p_d ôï ðïëõþíõìï ðïõ öñÜóóåé ôçí ðõêíüôçôá ôçò S: (∀n) dens_S (n) ≤ p_d(n). ÃíùñSSæïõìå üôé

Áëãüñéèìïò 4 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï SAT, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.4 ÅSSóïäïò: ëïãéêÞ Ýêöñáóç ffi ìå ìåôáâëçôÝò v_1; v_2; : : : ; v_m, m ≥ 0 1: C ← {ffi} 2: for i ← 1 to m do 3: R ← ∅ 4: for all ∈ C do 5: R ← R ∪ { [v_i := 1] ; [v_i := 0]} 6: end for 7: C ← ∅ 8: for all ∈ R do 9: if äåí õðÜñœåé Üëëç Ýêöñáóç ^′ ∈ C ìå g( ^′) = g( ) then 10: C ← C ∪ { } 11: end if 12: end for 13: if |C| ≥ p_d (p_k (|ffi|)) + 1 then 14: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 15: end if 16: end for 17: áí õðÜñœåé Ýêöñáóç ∈ C ìå ôéìÞ 1 ôüôå áðïäÝîïõ, áëëéþò áðüññéøå

SAT ∈ NP, Üñá éóœýåé üôé SAT ∈ coNP êáé SAT ≤^p_m S. ÿóôù g ç óœåôéêÞ óõíÜñôçóç áíáãùãÞò, ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé üôé åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé:

(∀x) x ∈ SAT ⇐⇒ g(x) ∈ S

ÅðåéäÞ ç g õðïëïãSSæåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, èá õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï p_k(n) þóôå (∀x) |g(x)| ≤ p_k(|x|), üðùò êáé óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.1. Õðü áõôÝò ôéò ðñïûðïèÝóåéò, ï áëãüñéèìïò 4 áðïöáóSSæåé ôï SAT óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï, êáôÜ óõíÝðåéá P = NP.

Ðñüêåéôáé óáöþò ãéá áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, áöïý óå êÜèå åðáíÜëçøç ôï ìÝãåèïò ôïõ óõíüëïõ C äåí îåðåñíÜåé ôçí ôéìÞ p_d(p_k(|ffi|)). ĳóïí áöïñÜ ôçí ïñèüôçôá, áí ç óõíèÞêç ôçò ãñáììÞò 4.13 äåí éêáíïðïéçèåSS óå êáìSSá åðáíÜëçøç ôüôå ï áëãüñéèìïò áðïöáóSSæåé ôï SAT ãéá ôïõò SSäéïõò ëüãïõò ìå ôïí áëãüñéèìï 3.

Áí óå êÜðïéá åðáíÜëçøç éêáíïðïéçèåSS ç óõíèÞêç ôçò ãñáììÞò 4.13, ôüôå õðÜñœïõí ôïõëÜœéóôïí p_d(p_k(|ffi|)) + 1 äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò óõìâïëïáêïëïõèSSåò, óôéò ïðïSSåò áðåéêïíSSæïíôáé ìÝóù ôçò g ïé åêöñÜóåéò ôïõ óõíüëïõ C åêåSSíçò ôçò åðáíÜëçøçò. ĳìùò ïé åêöñÜóåéò áõôÝò Ýœïõí ìÞêïò ôï ðïëý |ffi|, áñÜ ïé óõìâïëïáêïëïõèSSåò óôéò ïðïSSåò áðåéêïíSSæïíôáé Ýœïõí ìÞêïò ôï ðïëý p_k(|ffi|). ÅðåéäÞ ôï óýíïëï S åSSíáé áñáéü, ðåñéÝœåé ôï ðïëý p_d(p_k(|ffi|)) óõìâïëïáêïëïõèSSåò ìÞêïõò ìÝœñé p_k(|ffi|). ÓõìðåñáSSíïõìå ëïéðüí üôé õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí ìSSá Ýêöñáóç ∈ C ðïõ áðåéêïíSSæåôáé óå óõìâïëïáêïëïõèSSá ðïõ äåí áíÞêåé óôï S, áðü ôï ïðïSSï óõíåðÜãåôáé: g( ) =∈ S ⇒ =∈ SAT ⇒ ∈ SAT. ÅðåéäÞ ç ðñïÝêõøå áðü ôçí ffi áíôéêáèéóôþíôáò êÜðïéåò ìåôáâëçôÝò ìå áëçèïôéìÝò, óõìðåñáSSíïõìå üôé êáé ffi ∈ SAT. ćñá ï áëãüñéèìïò ïñèÜ áðïäÝœåôáé ôçí åSSóïäï óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç. ■ Ðüñéóìá 2.2.5 [For79] Áí õðÜñœåé áñáéÞ ãëþóóá ðïõ åSSíáé coNP-ðëÞñçò, ôüôå P = NP.

2.2.3 ÐáñáôçñÞóåéò êáé Üëëåò åöáñìïãÝò ôçò ôåœíéêÞò ôïõ øáëéäéóìïý

Ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï I åíüò ðñïâëÞìáôïò áðüöáóçò Π ðïõ Ýœåé ôçí éäéüôçôá ôçò áõôï-áíáãùãÞò, èåùñïýìå ôï áíôSSóôïéœï äÝíôñï áõôï-áíáãùãÞò. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá äÝíôñï ôïõ ïðïSSïõ ïé êüìâïé áíôéóôïéœïýí óå óôéãìéüôõðá ôïõ Π. ÿíáò êüìâïò v^′ åSSíáé ðáéäSS ôïõ êüìâïõ v áí êáé ìüíï áí ôï óôéãìéüôõðï v^′ åSSíáé ìSSá áðï ôéò åñùôÞóåéò ðïõ èÝôåé óôï ìáíôåSSï ç OT M ðïõ áðïöáóSSæåé ôï Π (âÜóåé ôïõ ïñéóìïý ôçò áõôï-áíáãùãÞò), áí îåêéíÞóåé ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìå åSSóïäï v. Ôá äéáæåõêôéêÜ äÝíôñá áõôï-áíáãùãÞò åSSíáé ìSSá åéäéêÞ êáôçãïñSSá ôÝôïéùí äÝíôñùí, óôá ïðïSSá ç áðÜíôçóç óôï óôéãìéüôõðï ðïõ áíôéóôïéœåSS óå êÜðïéïí êüìâï åSSíáé \íáé" áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé Ýíá ðáéäSS ôïõ óôï áíôSSóôïéœï óôéãìéüôõðï ôïõ ïðïSSïõ ç áðÜíôçóç åSSíáé \íáé". Ìå ôçí SSäéá ëïãéêÞ ïñSSæïíôáé êáé ôá óõæåõêôéêÜ äÝíôñá áõôï-áíáãùãÞò, óôá ïðïSSá ç áðÜíôçóç óôï óôéãìéüôõðï êÜðïéïõ êüìâïõ åSSíáé \íáé" áí êáé ìüíï áí ç áðÜíôçóç ãéá üëá ôá ðáéäéÜ ôïõ åSSíáé \íáé".

Ãéá ôï ðñüâëçìá SAT, ôï äÝíôñï áõôï-áíáãùãÞò ðïõ ðñïêýðôåé ãéá êÜèå ëïãéêÞ Ýêöñáóç ffi åSSíáé äéáæåõêôéêü. ÐñáãìáôéêÜ, ãéá íá åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç ç ffi ðñÝðåé åSSôå ç ffi [x := 1] íá åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç, åSSôå ç ffi [x := 0] íá åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç, üðïõ x åSSíáé êÜðïéá ìåôáâëçôÞ ôçò ffi. ÊÜèå åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ ðåñéÝœåé åêöñÜóåéò ìå ìSSá ëéãüôåñç ìåôáâëçôÞ áðü ôï ðñïçãïýìåíï åðSSðåäï. ÊÜèå Ýíá áðü ôá ìïíïðÜôéá ôïõ äÝíôñïõ áðü ôç ñSSæá ðñïò ôá öýëëá áíôéóôïéœåSS óå ìSSá äõíáôÞ áíÜèåóç ôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò ôçò Ýêöñáóçò ôçò ñSSæáò. ÊÜèå öýëëï åSSíáé ìSSá Ýêöñáóç œùñSSò ìåôáâëçôÝò, ðïõ áðïôéìþìåíç äSSíåé ôçí ôéìÞ ôçò ñSSæáò ìå ôçí áíÜèåóç ôéìþí ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï ìïíïðÜôé áðü ôç ñSSæá óôï óõãêåêñéìÝíï öýëëï. Áí Ýóôù êáé Ýíá áðü ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ áðïôéìÜôáé óôçí ôéìÞ 1, ôüôå ç Ýêöñáóç ôçò ñSSæáò åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç.

Ï áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œþñïõ ãéá ôï SAT, üðùò ðñïêýðôåé áðü ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.1.6, óôç œåéñüôåñç ðåñSSðôùóç äéáôñÝœåé ïëüêëçñï ôï äÝíôñï áõôï-áíáãùãÞò ìéáò äïóìÝíçò Ýêöñáóçò ãéá íá ìðïñÝóåé íá áðïöáóSSóåé áí åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç Þ üœé. ÅðïìÝíùò Ýœåé åêèåôéêÞ œñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá, áöïý ôï äÝíôñï ðïõ áíôéóôïéœåSS óå ìSSá Ýêöñáóç ìå n ìåôáâëçôÝò Ýœåé 2^n öýëëá (Ýíá ãéá êÜèå äõíáôÞ áíÜèåóç ôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò) êáé óõíïëéêÜ ∑_n

i=0 2^i = 2^{n+1} − 1 êüìâïõò. Ïé áëãüñéèìïé 3 êáé 4 åêìåôáëëåýïíôáé ôçí õðïôéèÝìåíç ýðáñîç ìSSáò NP-äýóêïëçò ìïíïóõìâïëéêÞò ãëþóóáò, Þ ìSSáò coNPäýóêïëçò áñáéÞò ãëþóóáò áíôSSóôïéœá, þóôå íá êáôåõèýíïõí ôçí áíáæÞôçóç óå ïñéóìÝíá ìïíïðÜôéá (áíáèÝóåéò ôéìþí) ðïõ åSSíáé âÝâáéï üôé èá äþóïõí ôçí áíÜèåóç ðïõ éêáíïðïéåSS ôç äïóìÝíç Ýêöñáóç, áí õðÜñœåé. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï áðïöåýãåôáé ç åîÝôáóç üëùí ôùí êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ áõôï-áíáãùãÞò êáé ïé áëãüñéèìïé ëåéôïõñãïýí óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

ÓõãêåêñéìÝíá, óôïí áëãüñéèìï 3, óå êÜèå åðSSðåäï øáëéäSSæïíôáé ôá õðïäÝíôñá åêåSSíùí ôùí êüìâùí ðïõ äåí áðåéêïíSSæïíôáé ìÝóù ôçò óõíÜñôçóçò áíáãùãÞò óå óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ áíÞêïõí óôï {1}^?. Ôï óýíïëï {1}^?

åSSíáé áñáéü, áíÞêåé óôçí êëÜóç P êáé åSSíáé õðåñóýíïëï ïðïéáóäÞðïôå ìïíïóõìâïëéêÞò ãëþóóáò. ÐáñÝœåé ëïéðüí Ýíáí õðïëïãéóôéêÜ åýêïëï ôñüðï íá áðïêëåéïýìå êÜðïéåò áíáèÝóåéò ðïõ óSSãïõñá äåí èá ïäçãÞóïõí óå áðïôSSìçóç ôçò áñœéêÞò Ýêöñáóçò óôçí ôéìÞ 1. ÅðSSóçò, ãéá ôïí ðåñáéôÝñù ðåñéïñéóìü ôùí åîåôáæüìåíùí õðïäÝíôñùí œñçóéìïðïéåSSôáé ôï ãåãïíüò üôé, áðü üëïõò ôïõò êüìâïõò ôïõ ôñÝœïíôïò åðéðÝäïõ ðïõ áðåéêïíSSæïíôáé óôçí SSäéá óõìâïëïáêïëïõèSSá, áñêåSS íá åîåôáóôåSS ôï õðïäÝíôñï ôïõ åíüò ìüíï. Óôïí áëãüñéèìï áõôü äéåõêïëõíüìáóôå êáôÜ ðïëý áðü ôï ãåãïíüò üôé Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé õðÜñœåé NP-äýóêïëç ìïíïóõìâïëéêÞ ãëþóóá. Ïé óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ áíÞêïõí óå ìSSá ôÝôïéá ãëþóóá áíáãíùñSSæïíôáé ðïëý åýêïëá êáé Ýôóé ïé óõíèÞêåò øáëéäéóìïý åSSíáé áñêåôÜ áðëÝò. Óôïí áëãüñéèìï 4, ï øáëéäéóìüò äõóœåñáSSíåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ïé áñáéÝò ãëþóóåò äåí Ýœïõí áðáñáSSôçôá êÜðïéï åýêïëá áíáãíùñSSóéìï õðåñóýíïëï, åðïìÝíùò äåí ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå êÜðïéá óõíèÞêç øáëéäéóìïý áíôSSóôïéœç ôçò \g( ) =∈ {1}^?". Ãéá ôï ëüãï áõôü ï ìüíïò øáëéäéóìüò ðïõ ãSSíåôáé áöïñÜ ôéò åêöñÜóåéò ðïõ áðåéêïíSSæïíôáé óôï SSäéï óôïéœåSSï ôïõ S. Áðü ìüíç ôçò ç óõíèÞêç áõôÞ äåí åîáóöáëSSæåé üôé èá åîåôáóôåSS ôï ðïëý ðïëõùíõìéêüò, ùò ðñïò ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ, áñéèìüò êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ áõôï-áíáãùãÞò. ĳìùò, ëüãù ôçò óõíèÞêçò ôçò ãñáììÞò 4.13, ï áñéèìüò ôùí åîåôáæüìåíùí êüìâùí óå êÜèå åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ áõôï-áíáãùãÞò ðåñéïñSSæåôáé ñçôÜ óå ðïëõùíõìéêü. Áðïäåéêíýåôáé üôé áí îåðåñáóôåSS áõôü ôï üñéï, ôüôå óôï ôñÝœïí åðSSðåäï êÜðïéá õðï-Ýêöñáóç åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç, Üñá êáé ç áñœéêÞ Ýêöñáóç åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç.

Ðáñáôçñïýìå, ôÝëïò, üôé ï áëãüñéèìïò 3 ìðïñåSS íá ôñïðïðïéçèåSS ðïëý åýêïëá êáé œùñSSò óðïõäáSSï êüóôïò óôï œñüíï åêôÝëåóçò þóôå, üôáí ïëïêëçñùèåSS ç åêôÝëåóç êáé áí ç äïóìÝíç Ýêöñáóç åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç, íá ðáñÝœåé ùò Ýîïäï êáé ôçí SSäéá ôçí áíÜèåóç ôéìþí ðïõ ïäÞãçóå óôçí éêáíïðïSSçóç ôçò Ýêöñáóçò, åêôüò áðü ôçí áðüöáóç üôé ç Ýêöñáóç åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç. Áõôü ìðïñåSS íá ãSSíåé áí ôá óýíïëá C êáé S ðåñéÝœïõí, áíôSS ãéá åêöñÜóåéò , æåýãç ⟨ ; w⟩, üðïõ w åSSíáé ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü ôá óýìâïëá 0 êáé 1, Ýœåé ìÞêïò 0 ≤ |w| ≤ m êáé ôï i-ïóôü ôçò óýìâïëï åSSíáé ç ôéìÞ ðïõ Ýœåé áíáôåèåSS óôç ìåôáâëçôÞ v_i óôï óõãêåêñéìÝíï êüìâï. ÿôóé, üôáí ïé åðáíáëÞ-

Áëãüñéèìïò 5 ÔñïðïðïéçìÝíïò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï SAT, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.4, þóôå íá öôÜíåé ìÝœñé ôï ôåëåõôáSSï åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ áõôï-áíáãùãÞò ÅSSóïäïò: ëïãéêÞ Ýêöñáóç ffi ìå ìåôáâëçôÝò v_1; v_2; : : : ; v_m, m ≥ 0 1: C ← {ffi} 2: for i ← 1 to m do 3: R ← ∅ 4: for all ∈ C do 5: R ← R ∪ { [v_i := 1] ; [v_i := 0]} 6: end for 7: C ← ∅ 8: for all ∈ R do 9: if |C| < p_d(p_k(|ffi|)) + 1 êáé äåí õðÜñœåé Üëëç Ýêöñáóç ^′ ∈ C ìå g( ^′) = g( ) then 10: C ← C ∪ { } 11: end if 12: end for 13: end for 14: áí õðÜñœåé Ýêöñáóç ∈ C ìå ôéìÞ 1 ôüôå áðïäÝîïõ, áëëéþò áðüññéøå øåéò ôïõ áëãïñSSèìïõ ïëïêëçñùèïýí, ãéá êÜèå Ýêöñáóç ìå ôéìÞ 1 ðïõ õðÜñœåé óôï C åSSíáé ãíùóôÞ êáé ç áíôSSóôïéœç áíÜèåóç ôéìþí ãéá üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò ôçò áñœéêÞò Ýêöñáóçò. Ç ìåôáôñïðÞ áõôÞ åSSíáé åöéêôÞ ãéáôSS ï áëãüñéèìïò öôÜíåé ðÜíôá ìÝœñé ôï ôåëåõôáSSï åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ áõôï-áíáãùãÞò. ÁíôSSèåôá, åðåéäÞ ï áëãüñéèìïò 4 ðåñéÝœåé ôç óõíèÞêç ôçò ãñáììÞò 4.13 åSSíáé äõíáôüí ãéá ïñéóìÝíåò åéóüäïõò ç åêôÝëåóç íá ìç öôÜóåé ìÝœñé ôï ôåëåõôáSSï åðSSðåäï. Ï áëãüñéèìïò 5 åSSíáé ìSSá ôñïðïðïéçìÝíç åêäïœÞ ôïõ áëãïñSSèìïõ 4, þóôå íá öôÜíåé ðÜíôá ìÝœñé ôï ôåëåõôáSSï åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ. Ç éäÝá åSSíáé áðëÞ: êÜèå öïñÜ ðïõ ðñïóôSSèåôáé ìSSá Ýêöñáóç óôï óýíïëï C, åëÝãœåôáé áí ç ðëçèéêüôçôá ôïõ C Ýœåé öôÜóåé ôçí ôéìÞ p_d(p_k(|ffi|)) + 1. Áí áõôü éóœýåé, ôüôå äåí ðñïóôSSèåíôáé Üëëåò åêöñÜóåéò óôï C êáé ï áëãüñéèìïò óõíåœSSæåé ìå ôçí åðüìåíç åðáíÜëçøç. Ï íÝïò áëãüñéèìïò åSSíáé ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, áöïý åîåôÜæåé ôï ðïëý |ffi| · (p_d(p_k(|ffi|)) + 1) êüìâïõò ôïõ äÝíôñïõ áõôï-áíáãùãÞò. Ç ïñèüôçôÜ ôïõ ðñïêýðôåé åýêïëá ìå åðéœåéñÞìáôá ðáñüìïéá ìå áõôÜ ðïõ ðåñéÝœïíôáé óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.4. Ï áëãüñéèìïò 5 öôÜíåé ðÜíôá ìÝœñé ôï ôåëåõôáSSï åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ. ćñá ìðïñïýìå íá ôïí ôñïðïðïéÞóïõìå êáé áõôüí þóôå íá äSSíåé ôçí éêáíïðïéïýóá áðïôSSìçóç, áí õðÜñœåé, óôï ôÝëïò ôçò åêôÝëåóçò.

2.3 Ç ôåœíéêÞ ôïõ áñéóôåñïý óõíüëïõ

ÅSSäáìå óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò ðþò áðïäåéêíýåôáé, ìÝóù áëãïñSSèìùí ðïõ øáëéäSSæïõí ôï äÝíôñï áõôïáíáãùãÞò ôïõ SAT, üôé óýíïëá ìå \ëSSãá" óôïéœåSSá äåí ìðïñïýí íá åSSíáé äýóêïëá ãéá ôéò êëÜóåéò NP êáé coNP. Ï Mahaney åðÝêôåéíå ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ áðïäåéêíýïíôáò ôï áêüëïõèï êïìøü êáé áíáìåíüìåíï, áðü ìSSá Üðïøç, èåþñçìá.

Èåþñçìá 2.3.1 [Mah82] Áí õðÜñœåé áñáéÞ ãëþóóá ðïõ åSSíáé NP-ðëÞñçò, ôüôå P = NP.

Áí ðñïóðáèïýóáìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí éäÝá ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.2.4 ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.1, èá êáôáëÞãáìå óå Ýíáí áëãüñéèìï ðáñüìïéï ìå ôïí áëãüñéèìï 4 üðïõ üìùò ç óõíèÞêç |C| ≥ p_d(p_k(|ffi|))+1 äåí ìðïñåSS íá åîáóöáëSSóåé êÜôé êáëýôåñï áðü ôï üôé õðÜñœåé óôï C ôïõëÜœéóôïí ìSSá ìç éêáíïðïéÞóéìç Ýêöñáóç. ćñá áõôÞ ç ðñïóÝããéóç äåí ìáò ðáñÝœåé åýêïëï ôñüðï þóôå íá øáëéäSSóïõìå ôï äÝíôñï áõôï-áíáãùãÞò.

Ãéá ôçí åðSSäåéîç ôçò ôåœíéêÞò ôïõ áñéóôåñïý óõíüëïõ èá äåSSîïõìå Ýíá ðéï ãåíéêü èåþñçìá, ðïõ ïöåSSëåôáé óôïõò Ogiwara êáé Watanabe êáé áöïñÜ ôçí ýðáñîç ãëùóóþí ðïõ åSSíáé äýóêïëåò ãéá ôçí êëÜóç NP õðü ôçí Ýííïéá áíáãùãÞò ìå öñáãìÝíï ðSSíáêá áëçèåSSáò (bounded truth-table reduction). Óôç óõíÝœåéá äSSíïõìå ôç äéáôýðùóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Ogiwara êáé Watanabe, ôïõò áðáñáSSôçôïõò ïñéóìïýò ãéá ôçí áíÜðôõîç ôçò áðüäåéîçò, êáé ôÝëïò ôçí SSäéá ôçí áðüäåéîç.

Èåþñçìá 2.3.2 [OW91] Áí õðÜñœåé áñáéÞ ãëþóóá ðïõ åSSíáé NP-≤^p_{btt}-äýóêïëç, ôüôå P = NP.

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò œñçóéìïðïéåSS ôï ãåãïíüò üôé ôï áñéóôåñü óýíïëï êÜèå ãëþóóáò ôïõ NP áíÜãåôáé óå Ýíá áñáéü óýíïëï, þóôå íá ìðïñÝóåé íá øáëéäSSóåé ôï óýíïëï ôùí ðéèáíþí ìáñôýñùí ìSSáò óõìâïëïáêïëïõèSSáò óå ðïëõùíõìéêü ìÝãåèïò. ÏõóéáóôéêÜ êáèïñSSæåé bit ðñïò bit ôï ðñüèåìá ôùí õðïøÞöéùí ìáñôýñùí, öñïíôSSæïíôáò íá áðïññSSðôåé êÜðïéá ðñïèÝìáôá þóôå êÜèå öïñÜ íá Ýœåé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ðëÞèïò õðïøÞöéùí ðñïèåìÜôùí. Ï áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóSSæåé ôçí NP ãëþóóá óå ðïëõùíõìéêü œñüíï äåí œñçóéìïðïéåSS Üìåóá ôçí éäéüôçôá áõôï-áíáãùãÞò êÜðïéïõ óõíüëïõ, áëëÜ óõíäõÜæåé Ýíá åSSäïò øáëéäéóìïý ìå äõáäéêÞ áíáæÞôçóç óôï œþñï ôùí äéáóôçìÜôùí åðSS ôïõ Σ^{p(|x|)}, üðïõ p(|x|) åSSíáé ôï ìÞêïò ôùí ìáñôýñùí ôïõ x.

2.3.1 ÂáóéêÝò Ýííïéåò êáé ïñéóìïSS

ÁíáãùãÝò ìå ðSSíáêá áëçèåSSáò

Ïñéóìüò 2.3.3 (ÁíáãùãÞ Turing) ËÝìå üôé ç ãëþóóá A áíÜãåôáé êáôÜ Turing óôç ãëþóóá B, êáé ãñÜöïõìå A ≤^p_T B, áí êáé ìüíï áí A ∈ P^B.

Ïñéóìüò 2.3.4 (ÁíáãùãÞ ðSSíáêá áëçèåSSáò) ËÝìå üôé ç ãëþóóá A áíÜãåôáé ìå ðSSíáêá áëçèåSSáò óôç ãëþóóá B, êáé ãñÜöïõìå A ≤^p_{tt} B, áí êáé ìüíï áí

(∃g ∈ FP)(∃L ∈ P)(∀x) [(∃k)(∃z_1; z_2; : : : ; z_k) [g(x) = z_1#z_2# · · · z_k#∧ (x ∈ A ⇐⇒ x#ffl_B(z_1)ffl_B(z_2) · · · ffl_B (z_k) ∈ L)]].

Ïñéóìüò 2.3.5 (ÁíáãùãÞ f(n)-ðSSíáêá áëçèåSSáò) ËÝìå üôé ç ãëþóóá A áíÜãåôáé ìå f(n)-ðSSíáêá áëçèåSSáò óôç ãëþóóá B, êáé ãñÜöïõìå A ≤^p_{f(n)−tt} B áí êáé ìüíï áí (∃g ∈ FP)(∃L ∈ P)(∀x) [(∃k : k ≤ f(|x|))(∃z_1; z_2; : : : ; z_k) [g(x) = z_1#z_2# · · · z_k# ∧ (x ∈ A ⇐⇒ x#ffl_B(z_1)ffl_B(z_2) · · · ffl_B (z_k) ∈ L)]].

Ïñéóìüò 2.3.6 (ÁíáãùãÞ öñáãìÝíïõ ðSSíáêá áëçèåSSáò) ËÝìå üôé ç ãëþóóá A áíÜãåôáé ìå öñáãìÝíï ðSSíáêá áëçèåSSáò óôç ãëþóóá B, êáé ãñÜöïõìå A ≤^p_{btt} B, áí êáé ìüíï áí ∃k A ≤^p_{k−tt} B.

ÕðåíèõìSSæïõìå üôé óôçí áíáãùãÞ êáôÜ Karp, áí Á ≤^p_m Â, ôüôå ìSSá ìçœáíÞ Turing ðïõ áðïöáóSSæåé ôçí A õðïëïãSSæåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá g(x), üðïõ x ç åSSóïäïò, êáé áðïöáSSíåôáé ãéá ôï áí x ∈ A áíÜëïãá ìå ôï áí g(x) ∈ B. ÁíôSSóôïéœá, áí ìSSá ãëþóóá A áíÜãåôáé êáôÜ Turing óôç ãëþóóá B, ôüôå ç ìçœáíÞ Turing ðïõ áðïöáóSSæåé ôçí A ëåéôïõñãåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéåSS ôç ãëþóóá B ùò ìáíôåSSï. Óôçí ðåñSSðôùóç ôçò áíáãùãÞò ðSSíáêá áëçèåSSáò, áí õðïèÝóïõìå üôé A ≤^p_{tt} B, ôüôå ìSSá ìçœáíÞ Turing ðïõ áðïöáóSSæåé ôçí A, ãéá ôçí åSSóïäï x õðïëïãSSæåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ôéò åñùôÞóåéò ðïõ èá èÝóåé óôï ìáíôåSSï B êáé óôç óõíÝœåéá áðïöáóSSæåé, åðSSóçò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, œñçóéìïðïéþíôáò ôüóï ôçí åSSóïäü ôçò üóï êáé ôéò áðáíôÞóåéò ôïõ ìáíôåSSïõ, áí x ∈ A. Óçìåéþíïõìå üôé ïé åñùôÞóåéò ðñïò ôï ìáíôåSSï B, óå áíôSSèåóç ìå ôçí áíáãùãÞ Turing, äåí åðéôñÝðåôáé íá åSSíáé ðñïóáñìïóôéêÝò, äçëáäÞ ãéá êÜèå åñþôçóç j, êáìSSá ôéìÞ ffl_B (z_i), i < j, äåí óõììåôÝœåé óôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò óõìâïëïáêïëïõèSSáò z_j . Ç áíáãùãÞ f(n)-ðSSíáêá áëçèåSSáò åSSíáé ìSSá áíáãùãÞ ðSSíáêá áëçèåSSáò üðïõ ôï ðëÞèïò ôùí åñùôÞóåùí óôï ìáíôåSSï öñÜóóåôáé Üíù áðü ìSSá ôéìÞ ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ, åíþ óôçí áíáãùãÞ öñáãìÝíïõ ðSSíáêá áëçèåSSáò õðÜñœåé óôáèåñü öñÜãìá áíåîÜñôçôï áðü ôçí åSSóïäï. Áðü ôïõò ïñéóìïýò Ýðåôáé Üìåóá üôé A ≤^p_m B ⇒ A ≤^p_{btt} B ⇒ A ≤^p_{tt} B ⇒ A ≤^p_T B.

Ãéá íá äéêáéïëïãÞóïõìå êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï ôçí ïíïìáóSSá ôùí áíáãùãþí ìå ðSSíáêá áëçèåSSáò, äSSíïõìå œùñSSò áðüäåéîç Ýíáí œáñáêôçñéóìü ôçò áíáãùãÞò öñáãìÝíïõ ðSSíáêá áëçèåSSáò ðïõ èá ìáò œñçóéìåýóåé óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2. Ãéá ôï óêïðü áõôü, ïñSSæïõìå ôçí k-óõíèÞêç ùò ìSSá ðëåéÜäá k + 1 óôïéœåSSùí, üðïõ ôï ðñþôï óôïéœåSSï åSSíáé ìSSá boolean óõíÜñôçóç ðïõ äÝœåôáé k ïñSSóìáôá áðü ôï óýíïëï Σ^? ôùí óõìâïëïáêïëïõèéþí åðSS åíüò áëöáâÞôïõ Σ, êáé ôá õðüëïéðá óôïéœåSSá åSSíáé óõìâïëïáêïëïõèSSåò ôïõ Σ^?. Áí C = (¸; v_1; v_2; : : : ; v_k) åSSíáé ìSSá k-óõíèÞêç, ç óõíÜñôçóç ¸ åSSíáé ï ðSSíáêáò áëçèåSSáò ôçò C, ôï óýíïëï {v_1; v_2; : : : ; v_k} åSSíáé ôï óýíïëï ôùí åñùôÞóåùí ôçò C êáé ãéá êÜèå i ìå 1 ≤ i ≤ k ç v_i åSSíáé ç i-ïóôÞ åñþôçóç ôçò C. ÔÝëïò, áí D ⊆ Σ^? åSSíáé ìSSá ãëþóóá åðSS ôïõ áëöáâÞôïõ Σ êáé C = (¸; v_1; v_2; : : : ; v_k) åSSíáé ìSSá k-óõíèÞêç åðSS ôïõ SSäéïõ áëöáâÞôïõ, ëÝìå üôé ç C éêáíïðïéåSSôáé áðü ôçí D áí ¸ (ffl_D(v_1); ffl_D(v_2); : : : ; ffl_D(v_k)) = 1.

Èåþñçìá 2.3.7 Áí C; D ⊆ Σ^? êáé C ≤^p_{btt} D, ôüôå õðÜñœåé Ýíáò áêÝñáéïò k ≥ 1 êáé ìSSá ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ óõíÜñôçóç f áðü ôï Σ^? óôï óýíïëï ôùí k-óõíèçêþí, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå u ∈ Σ^? íá éóœýåé:

u ∈ C ⇐⇒ ç f(u) éêáíïðïéåSSôáé áðü ôçí D.

Ç Ýííïéá ôïõ áñéóôåñïý óõíüëïõ

Óôï åéóáãùãéêü êåöÜëáéï åSSäáìå ôïí ïñéóìü ôçò êëÜóçò ðïëõðëïêüôçôáò NP, ùò NP = ⋃ k≥0 NTIME(n^k). ÿíáò éóïäýíáìïò åíáëëáêôéêüò ïñéóìüò åSSíáé ï áêüëïõèïò:

Èåþñçìá 2.3.8 Ç êëÜóç NP ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L ãéá ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï p êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇐⇒ (∃w ∈ Σ^{p(|x|)})[⟨x; w⟩ ∈ A]

ÄéáéóèçôéêÜ, áí x ∈ L ôüôå ôï w åSSíáé ìSSá êùäéêïðïSSçóç üëùí ôùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí åðéëïãþí ôçò ìçœáíÞò Turing ðïõ áðïäÝœåôáé ôçí L, êáé áíôéóôïéœåSS óå êÜðïéï ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò ãéá ôçí åSSóïäï x. Ôï ãåãïíüò üôé ç ãëþóóá A áðïöáóSSæåôáé óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï óçìáSSíåé üôé áí äSSíåôáé ìSSá åSSóïäïò x ∈ L êáé ç êùäéêïðïSSçóç w ôùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí åðéëïãþí óå êÜðïéï ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, ôüôå ìSSá ìçœáíÞ Turing ìðïñåSS íá åðáëçèåýóåé óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï üôé x ∈ L. Ãéá ôï ëüãï áõôü, ç óõìâïëïáêïëïõèSSá w ïíïìÜæåôáé ìÜñôõñáò ôïõ x ùò ðñïò ôç ãëþóóá A êáé ôï ðïëõþíõìï p. Áðü ôï èåþñçìá 2.3.8 ðñïêýðôåé üôé ìðïñïýìå œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò íá èåùñïýìå üôé êÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ Ýœåé õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ìÞêïõò áêñéâþò p(|x|), üðïõ p êÜðïéï ðïëõþíõìï, êáé êÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åðéëïãÞ ãSSíåôáé ìåôáîý äýï äõíáôþí ìåôáâÜóåùí. ÿôóé ôï äÝíôñï ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò ìçœáíÞò ãéá êÜèå åSSóïäï x åSSíáé Ýíá ðëÞñåò äõáäéêü äÝíôñï ìå ýøïò p(|x|).

Ïñéóìüò 2.3.9 Ãéá êÜèå x ∈ Σ^?, ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P êáé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p, ïñSSæïõìå ôï óýíïëï ôùí ìáñôýñùí ôïõ x ùò ðñïò A, p:

A;pwitness(x) = {w ∈ Σ^{p(|x|)} : ⟨x; w⟩ ∈ A}

ÏñSSæïõìå áêüìç ôï óõìâïëéóìü^{A;p}L:

A;pL = {x : (∃w ∈ Σ^{p(|x|)})[⟨x; w⟩ ∈ A]}

Ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P êáé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p öáSSíåôáé åýêïëá üôé A;pL ∈ NP êáé ãéá êÜèå x éóœýåé x ∈^{A;p}L ⇐⇒^{A;p}witness(x) ≠ ∅. Áí èåùñÞóïõìå ôç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç ≺ ìåôáîý óõìâïëïáêïëïõèéþí ôïõ Σ^? ôïõ éäSSïõ ìÞêïõò^2, ôüôå Ýœåé íüçìá ç Ýííïéá ôïõ ìÝãéóôïõ ìÜñôõñá ôïõ x ùò ðñïò A, p.

Ïñéóìüò 2.3.10 Ãéá êÜèå x ∈ Σ^?, ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P êáé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p, ïñSSæïõìå ôïí ìÝãéóôï ìÜñôõñá ôïõ x ùò ðñïò A, p:

A;pmaxwitness(x) = max^{A;p}witness(x)

2Ãéá ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôçò ≺, õðïèÝôïõìå üôé Ýœåé ïñéóôåSS ìSSá ïëéêÞ äéÜôáîç ≺_Σ åðSS ôïõ áëöáâÞôïõ Σ. Ôüôå ç ≺ ïñSSæåôáé ùò ≺= {(ffw; fiv) : ff ≺_Σ fi ∧ w; v ∈ Σ^? ∧ |w| = |v|} ∪ {(ffw; ffv) : ff ∈ Σ ∧ w ≺ v}.

Ãéá êÜèå x, ïé ìÜñôõñåò ùò ðñïò A, p Ýœïõí óôáèåñü ìÞêïò p(|x|). ÅðïìÝíùò Ýœåé íüçìá íá èåùñÞóïõìå üëåò ôéò óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ åSSíáé ìéêñüôåñåò Þ SSóåò (êáôÜ ôç äéÜôáîç ≺) áðü ôï ìÝãéóôï ìÜñôõñá ôïõ x ùò ðñïò A, p. Áí èåùñÞóïõìå ôá óôïéœåSSá ôïõ Σ^{p(|x|)} äéáôåôáãìÝíá óå ìSSá ãñáììÞ êáôÜ áýîïõóá óåéñÜ, ïé óõìâïëïáêïëïõèSSåò áõôÝò èá âñSSóêïíôáé óôá áñéóôåñÜ ôïõ ìÝãéóôïõ ìÜñôõñá. Ãéá êÜèå ìSSá áðü áõôÝò, õðÜñœåé êÜðïéïò ìÜñôõñáò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñüò ôçò, Þ SSóïò ìå áõôÞí. ÏñSSæïõìå ëïéðüí ôï áñéóôåñü óýíïëï ôïõ x ùò ðñïò A, p.

Ïñéóìüò 2.3.11 Ãéá êÜèå x ∈ Σ^?, ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P êáé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p, ïñSSæïõìå ôï áñéóôåñü óýíïëï ôïõ x ùò ðñïò A, p:

A;pLeft(x) = {y ∈ Σ^{p(|x|)} : (∃w ∈^{A;p}witness(x))[y ⪯ w]}

Ðñïöáíþò áí x ∈^{A;p}L ôüôå ôï óýíïëï^{A;p}Left(x) ðåñéÝœåé üëåò ôéò óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ âñSSóêïíôáé óôá áñSSóôåñá ôïõ ìÝãéóôïõ ìÜñôõñá ôïõ x ùò ðñïò A, p. ÁíôSSèåôá, áí x =∈^{A;p}L, ôüôå äåí õðÜñœïõí ìÜñôõñåò ôïõ x ùò ðñïò A, p, êáôÜ óõíÝðåéá äåí ïñSSæåôáé ìÝãéóôïò ìÜñôõñáò êáé^{A;p}Left(x) = ∅. ćñá Ýœïõìå üôé:

A;pLeft(x) = { {y : 0^{p(|x|)} ⪯ y ⪯^{A;p}maxwitness(x)} , áí x ∈^{A;p}L ∅ , áí x =∈^{A;p}L

ÔÝëïò, ïñSSæïõìå ôï áñéóôåñü óýíïëï ùò ðñïò A, p ùò ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝœåé üëåò ôéò êùäéêïðïéÞóåéò æåõãþí ⟨x; y⟩ ãéá ôéò ïðïSSåò éóœýåé üôé ôï y åSSíáé ìéêñüôåñï Þ SSóï ëåîéêïãñáöéêÜ áðü ôï ìÝãéóôï ìÜñôõñá ôïõ x, ùò ðñïò A, p.

Ïñéóìüò 2.3.12 Ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P êáé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p, ïñSSæïõìå ôï áñéóôåñü óýíïëï ùò ðñïò A, p:

A;pLeft = ⋃ x∈Σ^?

{⟨x; y⟩ : y ∈^{A;p}Left(x)}

Áí ⟨x; y⟩ ∈^{A;p}Left, ôüôå áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé x ∈^{A;p}L êáé y ⪯^{A;p}maxwitness(x). Áêüìç, ⟨x; y^′⟩ ∈^{A;p}Left, ãéá êÜèå y^′ ≺ y. ÁõôÝò ôéò éäéüôçôåò, êáèþò êáé ôçí ôåëåõôáSSá éäéüôçôá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé, üôé áí A ∈ P êáé p ðïëõþíõìï ôüôå^{A;p}Left ∈ NP, ôéò äSSíïõìå óôç óõíÝœåéá ìå ôç ìïñöÞ èåùñçìÜôùí.

Èåþñçìá 2.3.13 Ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P, ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p êáé ãéá êÜèå x ∈ Σ^? êáé y; y^′ ∈ Σ^{p(|x|)} éóœýïõí:

1. ⟨x; y⟩ ∈^{A;p}Left ⇐⇒ y ⪯^{A;p}maxwitness(x).

2. ⟨x; y⟩ ∈^{A;p}Left ∧ y^′ ≺ y ⇒ ⟨x; y^′⟩ ∈^{A;p}Left.

Èåþñçìá 2.3.14 Ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P êáé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p Ýœïõìå üôé^{A;p}Left ∈ NP.

Áðüäåéîç

Åöüóïí ç ãëþóóá A áðïöáóSSæåôáé óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï, ï áëãüñéèìïò 6 åSSíáé Ýíáò ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï óýíïëï^{A;p}Left. Óõíåðþò^{A;p}Left ∈ NP. ■

ÄéáóôÞìáôá åðSS ôïõ Σ^n

ÿœïíôáò ïñSSóåé ôç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç ìåôáîý óõìâïëïáêïëïõèéþí SSóïõ ìÞêïõò, ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéïýìå ôçí Ýííïéá ôïõ äéáóôÞìáôïò åðSS ôïõ óõíüëïõ ôùí óõìâïëïáêïëïõèéþí ðïõ ðåñéÝœïõí óýìâïëá åíüò áëöáâÞôïõ Σ êáé Ýœïõí ôï SSäéï ìÞêïò.

Ïñéóìüò 2.3.15 Áí n ≥ 1 åSSíáé Ýíáò áêÝñáéïò, Σ Ýíá áëöÜâçôï êáé I ⊆ Σ^n, ëÝìå üôé ôï I åSSíáé äéÜóôçìá åðSS ôïõ Σ^n áí õðÜñœïõí óõìâïëïáêïëïõèSSåò y, z ìÞêïõò n ôÝôïéåò þóôå y ⪯ z êáé I = {u : y ⪯ u ⪯ z}. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ôï I ãñÜöåôáé I = [y; z], ç y ïíïìÜæåôáé áñéóôåñü Üêñï ôïõ äéáóôÞìáôïò I êáé ç z ïíïìÜæåôáé äåîéü Üêñï ôïõ äéáóôÞìáôïò I.

Áëãüñéèìïò 6 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôï óýíïëï^{A;p}Left, üðïõ A ∈ P êáé p ðïëõþíõìï ÅSSóïäïò: ⟨x; y⟩ 1: if |y| ≠ p(|x|) then 2: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 3: end if 4: åðÝëåîå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá w ìå ìÞêïò áêñéâþò p(|x|) 5: if y ≻ w then 6: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 7: end if 8: if ⟨x; w⟩ =∈ A then 9: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 10: end if 11: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò

Ïñéóìüò 2.3.16 Áí I = [u; v], J = [y; z] åSSíáé äýï äéáóôÞìáôá åðSS ôïõ Σ^n, ëÝìå üôé ôá I, J åSSíáé îÝíá áí åSSíáé îÝíá ùò óýíïëá óõìâïëïáêïëïõèéþí, äçëáäÞ éóœýåé z ≺ u Þ v ≺ y. Áí êÜèå óôïéœåSSï ôïõ I åSSíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñï áðü üëá ôá óôïéœåSSá ôïõ J, ôüôå ëÝìå üôé ôï äéÜóôçìá I åSSíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñï áðü ôï äéÜóôçìá J êáé ãñÜöïõìå I ≺ J.

Ïñéóìüò 2.3.17 Ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P, ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p, ãéá êÜèå x ∈ Σ^? êáé ãéá êÜèå óýíïëï Λ äéáóôçìÜôùí åðSS ôïõ Σ^{p(|x|)}, ëÝìå üôé ôï Λ åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p áí éóœýåé:

x ∈^{A;p}L ⇒ (∃I ∈ Λ)[^{A;p}maxwitness(x) ∈ I].

Ïñéóìüò 2.3.18 Ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P, ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p, ãéá êÜèå x ∈ Σ^? êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá Λ, Γ äéáóôçìÜôùí åðSS ôïõ Σ^{p(|x|)}, ëÝìå üôé ôï Γ åSSíáé åêëÝðôõíóç ôïõ Λ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p, áí éóœýåé: ôï Λ åSSíáé ðéóôï ãéá ôï x ùò ðñïò A, p ⇒ ôï Γ åSSíáé ðéóôï ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

Óôá åðüìåíá èá ðåñéïñéóôïýìå óå ãëþóóåò ðïõ ïñSSæïíôáé óôï áëöÜâçôï Σ = {0; 1}, äçëáäÞ ïé óõìâïëïáêïëïõèSSåò åðSS ôïõ Σ ìðïñïýí íá èåùñïýíôáé ùò áêïëïõèSSåò äõáäéêþí øçöSSùí. Óôï Σ ïñSSæïõìå ôç óõíÞèç äéÜôáîç ≺_Σ= {(0; 1)}. Ðáñáôçñïýìå áðåõèåSSáò áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ðéóôïý óõíüëïõ äéáóôçìÜôùí üôé ãéá êÜèå A ∈ P êáé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p, ôï ìïíïóýíïëï ðïõ ðåñéÝœåé Ýíá äéÜóôçìá ðïõ êáëýðôåé üëåò ôéò óõìâïëïóåéñÝò ôïõ Σ^{p(|x|)}, óõãêåêñéìÝíá ôï {[0^{p(|x|)}; 1^{p(|x|)}]}, åSSíáé ðéóôü ãéá ïðïéïäÞðïôå x ∈ Σ^? ùò ðñïò A, p. Åðéðñüóèåôá, áí x =∈^{A;p}L ôüôå ïðïéïäÞðïôå óýíïëï îÝíùí áíÜ äýï äéáóôçìÜôùí åðSS ôïõ Σ^{p(|x|)} åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

ËSSóôåò õðïèÝóåùí

Ôï ôåëåõôáSSï åñãáëåSSï ðïõ èá ìáò œñåéáóôåSS ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 åSSíáé ïé ëSSóôåò õðïèÝóåùí. ÄéáéóèçôéêÜ, ìSSá ëSSóôá õðïèÝóåùí ãéá êÜðïéï óýíïëï S ðåñéÝœåé æåýãç óõìâïëïáêïëïõèSSáò-áðÜíôçóçò üðïõ ç áðÜíôçóç åSSíáé Ýíá óýìâïëï 0 Þ 1 êáé åêöñÜæåé ôçí õðüèåóç ãéá ôï áí ç óõìâïëïáêïëïõèSSá áíÞêåé óôï S Þ üœé. Åöüóïí áíáöåñüìáóôå óå ëSSóôá êáé üœé óå óýíïëï õðïèÝóåùí, Ýœåé óçìáóSSá ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïSSá Ýœïõí åéóáœèåSS óôç ëSSóôá ïé õðïèÝóåéò.

Ïñéóìüò 2.3.19 ÌSSá (ðéèáíþò êåíÞ) ëSSóôá æåõãþí ôçò ìïñöÞò (w; b), üðïõ w ∈ Σ^? êáé b ∈ {0; 1}, ïíïìÜæåôáé ëSSóôá õðïèÝóåùí.

Ïñéóìüò 2.3.20 Ãéá êÜèå óýíïëï S ⊆ Σ^? êáé ãéá êÜèå ëSSóôá õðïèÝóåùí fi, ëÝìå üôé ç fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò ôï S áí ãéá êÜèå óôïéœåSSï (w; b) ôçò fi éóœýåé üôé ffl_S (w) = b.

Ïñéóìüò 2.3.21 Ãéá êÜèå ãëþóóá A ∈ P, ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p, ãéá êÜèå x ∈ Σ^?, ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá Λ, Γ äéáóôçìÜôùí åðSS ôïõ Σ^{p(|x|)}, ãéá êÜèå ëSSóôá õðïèÝóåùí fi êáé ãéá êÜèå óýíïëï S, ëÝìå üôé ôï Γ åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Λ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p, áí éóœýåé: ç fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò ôï S ⇒ ôï Γ åSSíáé åêëÝðôõíóç ôïõ Λ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

Èåþñçìá 2.3.22 Éäéüôçôåò ôùí åêëåðôýíóåùí:

1. Áí Λ = Γ_1 ∪ Γ_2 ∪ : : : ∪ Γ_m êáé ôá Γ^′_1; Γ^′_2; : : : ; Γ^′_m åSSíáé fi,S-åêëåðôýíóåéò ôùí Γ_1; Γ_2; : : : ; Γ_m, áíôSSóôïéœá, ãéá ôï x ùò ðñïò A, p, ôüôå ôï Γ^′_1 ∪ Γ^′_2 ∪ : : : ∪ Γ^′_m åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Λ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

2. Áí ôï Θ åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p êáé ôï Θ^′ åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Θ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p, ôüôå ôï Θ^′ åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

2.3.2 NP-≤^p_{btt}-äýóêïëåò áñáéÝò ãëþóóåò

Áðüäåéîç (ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2)

Áðü ôçí õðüèåóç ôïõ èåùñÞìáôïò, õðÜñœåé Ýíá áñáéü óýíïëï S ðïõ åSSíáé NP-≤^p_{btt}-äýóêïëï. Èá äåSSîïõìå üôé ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá ðïõ áíÞêåé óôï NP ìðïñåSS íá áðïöáóéóôåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

ÿóôù L ∈ NP. Áðü ôï èåþñçìá 2.3.8 êáé ôïí ïñéóìü 2.3.9 ðñïêýðôåé Üìåóá üôé õðÜñœåé ìSSá ãëþóóá A ∈ P êáé Ýíá ðïëõþíõìï p þóôå L =^{A;p}L. ÅðïìÝíùò, áðü ôï èåþñçìá 2.3.14 Ýœïõìå üôé^{A;p}Left ∈ NP. Åöüóïí ôï S åSSíáé NP-≤^p_{btt}-äýóêïëï, ôï^{A;p}Left áíÜãåôáé êáôÜ ≤^p_{btt} óôï S. ćñá áðü ôï èåþñçìá 2.3.7, õðÜñœåé Ýíáò áêÝñáéïò k ≥ 1 êáé ìSSá ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ óõíÜñôçóç f áðü ôï Σ^? óôï óýíïëï ôùí k-óõíèçêþí þóôå ãéá êÜèå u ∈ Σ^? íá éóœýåé:

u ∈^{A;p}Left ⇐⇒ ç f(u) éêáíïðïéåSSôáé áðü ôï S.

Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýœïõìå äéáèÝóéìç ìSSá äéáäéêáóSSá SUPPLYMAXWIT- NESS ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, ç ïðïSSá ãéá êÜèå åSSóïäï x ðáñÜãåé Ýíá óýíïëï óõìâïëïáêïëïõèéþí êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò Ýœåé ìÞêïò p(|x|), ìå ôçí åðéðëÝïí éäéüôçôá üôé áí x ∈ L ôüôå ï ìÝãéóôïò ìÜñôõñáò^{A;p}maxwitness(x) ðåñéÝœåôáé óôï óýíïëï áõôü. Ôüôå ï áëãüñéèìïò 7 áðïöáóSSæåé ôçí L:

• Áí x ∈ L ôüôå óôï óýíïëï ðïõ åðéóôñÝöåé ç äéáäéêáóSSá SUPPLY- MAXWITNESS ìå åSSóïäï x èá õðÜñœåé ç óõìâïëïáêïëïõèSSá

Áëãüñéèìïò 7 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ìSSá áõèáSSñåôç ãëþóóá L ∈ NP, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 ÅSSóïäïò: x 1: Y ← SUPPLYMAXWITNESS(x) 2: for all y ∈ Y do 3: if ⟨x; y⟩ ∈ A then 4: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 5: end if 6: end for 7: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò

A;pmaxwitness(x), ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé ⟨x;^{A;p}maxwitness(x)⟩ ∈ A. ćñá ï áëãüñéèìïò èá áðïäåœôåSS ôçí åSSóïäï.

• Áí x =∈ L ôï åðéóôñåöüìåíï óýíïëï äåí ìðïñåSS íá ðåñéÝœåé y ðïõ éêáíïðïéåSS ôçí ⟨x; y⟩ ∈ A, äéüôé^{A;p}witness(x) = ∅. ćñá ï áëãüñéèìïò èá áðïññSSøåé ôçí åSSóïäï.

Åöüóïí ç äéáäéêáóSSá SUPPLYMAXWITNESS åêôåëåSSôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ôï óýíïëï ðïõ åðéóôñÝöåé ðåñéÝœåé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü áñéèìü óõìâïëïáêïëïõèéþí. ćñá ï Ýëåãœïò ãéá ôï áí êÜðïéï óôïéœåSSï ôïõ óõíüëïõ åSSíáé ìÜñôõñáò ôïõ x ùò ðñïò A, p ìðïñåSS íá ãSSíåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ÔåëéêÜ, ï áëãüñéèìïò 7 åêôåëåSSôáé óå œñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ ôïõ êáé áðïöáóSSæåé ôçí L. ćñá L ∈ P êáé åðåéäÞ ç L åSSíáé áõèáSSñåôç ãëþóóá ôçò êëÜóçò NP, ðñïêýðôåé P = NP.

Óôï õðüëïéðï ôçò áðüäåéîçò èá åðéêåíôñùèïýìå óôçí êáôáóêåõÞ ôçò äéáäéêáóSSáò SUPPLYMAXWITNESS þóôå íá ðëçñïSS ôéò ðñïûðïèÝóåéò ðïõ ôÝèçêáí ðáñáðÜíù. Óå áõôü ôï óçìåSSï ðáñáôçñïýìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí óõìâïëïáêïëïõèéþí ìå ìÞêïò p(|x|) åSSíáé 2^{p(|x|)}, Üñá ãéá íá ëåéôïõñãÞóåé ç SUP- PLYMAXWITNESS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ðñÝðåé ìå êÜðïéïí ôñüðï íá øáëéäSSæåé ôï óýíïëï Σ^{p(|x|)} þóôå íá åðéóôñÝöåé Ýíá óýíïëï ìå ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ðëÞèïò óõìâïëïáêïëïõèéþí.

ÁñœéêÜ ïñSSæïõìå êÜðïéá ðïëõþíõìá ðïõ œñçóéìåýïõí ãéá íá öñÜîïõí Üíù ôá ìåãÝèç äéáöüñùí óõìâïëïóåéñþí êáé óõíüëùí ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí. Ïñéóìüò 2.3.23 • ÿóôù p_1(n) Ýíá ðïëõþíõìï ðïõ ðáSSñíåé ãíçóSSùò áýîïõóåò ôéìÝò êáé ãéá ôï ïðïSSï ãéá êÜèå x ∈ Σ^? êáé ãéá êÜèå y ∈ Σ^{p(|x|)} éóœýåé |⟨x; y⟩| ≤ p_1(|x|). Åöüóïí œñçóéìïðïéïýìå \ëïãéêÞ" óõíÜñôçóç óýæåõîçò ⟨·; ·⟩ ôï ìÞêïò ôçò êùäéêïðïSSçóçò ôïõ æåýãïõò åSSíáé ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôá ìÞêç ôùí åðéìÝñïõò óõìâïëïáêïëïõèéþí. ÅðåéäÞ ôï ìÞêïò ôçò y åSSíáé Þäç ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÞêïò ôçò x, ôï ìÞêïò ôçò áíáðáñÜóôáóçò ⟨x; y⟩ åSSíáé ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |x|. ÅðSSóçò ãéá êÜèå ðïëõþíõìï õðÜñœåé Ýíá ãíçóSSùò áýîïí ðïëõþíõìï ðïõ Ýœåé ìåãáëýôåñç Þ SSóç ôéìÞ áðü ôï áñœéêü óå êÜèå óçìåSSï^3.

• ÿóôù p_2(n) Ýíá ãíçóSSùò áýîïí ðïëõþíõìï ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé üôé ãéá êÜèå u ∈ Σ^?, üëåò ïé åñùôÞóåéò ôçò óõíèÞêçò f(u) Ýœïõí ìÞêïò ôï ðïëý p_2(|u|). Ôï ðïëõþíõìï p_2 õðÜñœåé ãéáôSS ç f õðïëïãSSæåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, Üñá ç áíáðáñÜóôáóç ôçò k-óõíèÞêçò ðïõ áíôéóôïéœåSS óå êÜèå u Ýœåé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ìÞêïò.

• ÿóôù p_3(n) Ýíá ãíçóSSùò áýîïí ðïëõþíõìï ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé ãéá êÜèå öõóéêü n, |S^{≤n}| ≤ p_3(n). Ôï ðïëõþíõìï p_3 õðÜñœåé ãéáôSS ôï óýíïëï S Ýœåé õðïôåèåSS áñáéü, óõíåðþò ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôÜò ôïõ åSSíáé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêÞ.

• ÿóôù q(n) ôï ðïëõþíõìï ðïõ ãéá êÜèå öõóéêü n ðáSSñíåé ôéìÞ q(n) = p_3(p_2(p_1(n))). Ãéá êÜèå êùäéêïðïSSçóç æåýãïõò ⟨x; y⟩, ç ôéìÞ p_2(p_1(|x|)) öñÜóóåé Üíù ôï ìÝãåèïò ïðïéáóäÞðïôå åñþôçóçò ôçò óõíèÞêçò f(⟨x; y⟩). Ôï ðëÞèïò ôùí óõìâïëïáêïëïõèéþí ðïõ áíÞêïõí óôï S êáé áðïôåëïýí áíáðáñÜóôáóç êÜðïéáò åñþôçóçò ðïõ áíÞêåé óå êÜðïéá óõíèÞêç f(⟨x; y⟩) åSSíáé ëïéðüí p_3(p_2(p_1(|x|))) = q(|x|). ćñá:

|{w ∈ S : (∃y ∈ Σ^{p(|x|)})[w åSSíáé åñþôçóç ôçò f(⟨x; y⟩)]}| ≤ q(|x|)

3Áíáöåñüìáóôå ðÜíôá óôï ðåäSSï ïñéóìïý ôùí öõóéêþí áñéèìþí. Áí p(x) =

∑_k i=0 a_ix^i, ôüôå ôï p^′(x) =

∑_k i=0 |a_i|x^i åSSíáé ãíçóSSùò áýîïí ãéá x ≥ 0 êáé ãéá êÜèå n ∈ N éóœýåé p(n) ≤ p^′(n).

• r(n) = k!2^k(2q(n) + 1)^k.

• Ãéá êÜèå d óôï äéÜóôçìá 0 ≤ d ≤ k, ïñSSæïõìå ôï ðïëõþíõìï r_d(n) = (k − d)!2^{k−d}(2q(n) + 1)^{k−d}. Éóœýïõí r_0 ≡ r êáé r_k ≡ 1.

Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò SUPPLYMAXWITNESS èá èåùñÞóïõìå ðñïò ôï ðáñüí äåäïìÝíç ôçí ýðáñîç ìéáò äéáäéêáóSSáò CULL, ç ïðïSSá ìå åSSóïäï ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá x, Ýíá óýíïëï äéáóôçìÜôùí Γ êáé ìSSá ëSSóôá õðïèÝóåùí fi Ýôóé þóôå |Γ| > r_{|ø|}(|x|), åðéóôñÝöåé Ýíá óýíïëï äéáóôçìÜôùí ðïõ áðïôåëåSS fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p êáé Ýœåé ðëçèéêüôçôá ôï ðïëý r_{|ø|}(|x|).

Ç SUPPLYMAXWITNESS äïõëåýåé åóùôåñéêÜ ìå äéáóôÞìáôá êáé ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï 8. Îåêéíþíôáò ìå Ýíá óýíïëï äéáóôçìÜôùí Λ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé Ýíá äéÜóôçìá ðïõ êáëýðôåé üëï ôï Σ^{p(|x|)}, åêôåëåSS p(|x|) öïñÝò ìSSá äéáäéêáóSSá äýï âçìÜôùí:

• ÄéáìÝñéóç ÁñœéêÜ äéáìåñSSæåé êÜèå äéÜóôçìá ðïõ áíÞêåé óôï Λ óå äýï éóïìÞêç äéáóôÞìáôá.

• ÅêëÝðôõíóç Óôç óõíÝœåéá, áí ôï Λ ðåñéÝœåé ðåñéóóüôåñá áðü r(|x|) óôïéœåSSá, êáëåSS ôç äéáäéêáóSSá CULL ìå êåíÞ ëSSóôá õðïèÝóåùí þóôå íá ëÜâåé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ Λ ðïõ åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p êáé ðåñéÝœåé ôï ðïëý r(|x|) äéáóôÞìáôá.

ÌåôÜ áðü p(|x|) åðáíáëÞøåéò ôùí âçìÜôùí áõôþí, êÜèå óôïéœåSSï ôïõ Λ åSSíáé Ýíá åêöõëéóìÝíï äéÜóôçìá ôçò ìïñöÞò [u; u]. Ç äéáäéêáóSSá åðéóôñÝöåé ùò áðïôÝëåóìá ôï óýíïëï {u ∈ Σ^{p(|x|)} : [u; u] ∈ Λ}.

Ðáñáôçñïýìå üôé áí ôï Λ åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p óôçí áñœÞ ôïõ âÞìáôïò äéáìÝñéóçò, åîáêïëïõèåSS íá äéáôçñåSS ôçí éäéüôçôá áõôÞ êáé óôï ôÝëïò ôïõ âÞìáôïò äéáìÝñéóçò. ÅðSSóçò, åðåéäÞ ç CULL åðéóôñÝöåé Ýíá óýíïëï Y ðïõ åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Λ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p êáé åðåéäÞ ç êåíÞ ëSSóôá õðïèÝóåùí åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò ôï S, ðñïêýðôåé üôé áí ôï Λ åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p óôçí áñœÞ ôïõ âÞìáôïò åêëÝðôõíóçò, ôüôå åîáêïëïõèåSS íá äéáôçñåSS áõôÞí ôçí éäéüôçôá êáé óôï ôÝëïò ôïõ âÞìáôïò åêëÝðôõíóçò. Ôï

Áëãüñéèìïò 8 Ç äéáäéêáóSSá SUPPLYMAXWITNESS, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 ÅSSóïäïò: x ÿîïäïò: óýíïëï óõìâïëïáêïëïõèéþí ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôï ìÝãéóôï ìÜñôõñá ôïõ x, áí õðÜñœåé 1: procedure SUPPLYMAXWITNESS(x) 2: Λ ← {[0^{p(|x|)}; 1^{p(|x|)}]} 3: loop p(|x|) öïñÝò 4: äéáìÝñéóå êÜèå óôïéœåSSï ôïõ Λ óå äýï éóïìÞêç äéáóôÞìáôá 5: if |Λ| > r(|x|) then 6: fi ← [] ▶ êåíÞ ëSSóôá õðïèÝóåùí 7: Y ← CULL(x; Λ; fi) 8: Λ ← Y 9: end if 10: end loop 11: return {u ∈ Σ^{p(|x|)} : [u; u] ∈ Λ} 12: end procedure

Λ óôïí áëãüñéèìï 8 áñœéêïðïéåSSôáé ìå Λ ← {[0^{p(|x|)}; 1^{p(|x|)}]}, ôï ïðïSSï åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. Ìå âÜóç ôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáôçñÞóåéò, ôï Λ åîáêïëïõèåSS íá åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p êáé ìåôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç ôùí p(|x|) åðáíáëÞøåùí ôùí âçìÜôùí äéáìÝñéóçò êáé åêëÝðôõíóçò. Óõíåðþò ôï óýíïëï ðïõ åðéóôñÝöåé ï áëãüñéèìïò ãéá ôçí SUPPLYMAXWITNESS üíôùò ðåñéÝœåé ôïí^{A;p}maxwitness(x), áí áõôüò õðÜñœåé. ÔÝëïò, åðåéäÞ ôá p, r åSSíáé ðïëõþíõìá êáé ç CULL Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé åêôåëåSSôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ïëüêëçñç ç äéáäéêáóSSá SUPPLYMAXWITNESS åêôåëåSSôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Óôç óõíÝœåéá ôçò áðüäåéîçò êáôáóêåõÜæïõìå ôçí ôåëåõôáSSá äéáäéêáóSSá ðïõ œñåéáæüìáóôå, ôçí CULL. ÁñœéêÜ åéóÜãïõìå êÜðïéïõò óõìâïëéóìïýò. Ç óõíÜñôçóç f áðåéêïíSSæåé êÜèå óõìâïëïáêïëïõèSSá ôïõ Σ^? óå ìSSá k-óõíèÞêç. Áðü áõôÞí ôçí áðåéêüíéóç ðñïêýðôåé êáé ìSSá áðåéêüíéóç ôùí äéáóôçìÜôùí åðSS ôïõ Σ^{p(|x|)} óå k-óõíèÞêåò. Ôçí åéêüíá åíüò äéáóôÞìáôïò I õðü áõôÞí ôçí áðåéêüíéóç èá ôç óõìâïëSSæïõìå ìå f[I], êáé ôï äéÜóôçìá I = [u; v] èá áðåéêïíSSæåôáé óôçí k-óõíèÞêç f[I] = f(⟨x; u⟩). Áí f[I] = (¸; w_1; w_2; : : : ; w_k), èá óõìâïëSSæïõìå ôï w_i ìå Q[I; i], ãéá êÜèå i ìå 1 ≤ i ≤ k.

Áêüìç, Ýóôù üôé Ýœïõìå ìSSá ëSSóôá õðïèÝóåùí ìå ìÝãåèïò |fi| = d, fi = [(w_1; b_1); (w_2; b_2); : : : ; (w_d; b_d)], üðïõ d ≤ k, êáé Ýíá äéÜóôçìá I ãéá ôï ïðïSSï ç k-óõíèÞêç f[I] = (¸; v_1; v_2; : : : ; v_k) ðåñéëáìâÜíåé üëá ôá {w_i}_{1≤i≤d} ùò åñùôÞóåéò. ÿóôù P ⊆ {1; 2; : : : ; k} ôï óýíïëï ôùí äåéêôþí ðïõ áðïôåëïýí ôéò èÝóåéò óôéò ïðïSSåò åìöáíSSæïíôáé ïé åñùôÞóåéò w_i óôçí k-óõíèÞêç. Ï ðSSíáêáò áëçèåSSáò ôçò f[I] åSSíáé ìSSá boolean óõíÜñôçóç k ïñéóìÜôùí. Áí óôáèåñïðïéÞóïõìå d áðü áõôÜ ôá ïñSSóìáôá êáé óõãêåêñéìÝíá áõôÜ ðïõ âñSSóêïíôáé óôéò èÝóåéò ðïõ ðåñéÝœïíôáé óôï óýíïëï P, êáôÜ ôÝôïéï ôñüðï þóôå ãéá êÜèå i ∈ {1; : : : ; d} ôï üñéóìá ðïõ âñSSóêåôáé óôç èÝóç ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï åñþôçìá w_i íá óôáèåñïðïéåSSôáé óôçí ôéìÞ b_i, ðñïêýðôåé ìSSá boolean óõíÜñôçóç k − d ïñéóìÜôùí ðïõ èá ôçí óõìâïëSSæïõìå ìå ˛_ø [I]. Áí {v_{j1} ; v_{j2} ; : : : ; v_{jk−d} } åSSíáé ôï õðïóýíïëï ôùí åñùôÞóåùí ôçò f[I] ðïõ äåí ðåñéÝœïíôáé óôç ëSSóôá õðïèÝóåùí fi, êáôáóêåõÜæïõìå ôçí (k − d)-óõíèÞêç f_ø [I] = (˛_ø [I]; v_{j1} ; v_{j2} ; : : : ; v_{jk−d} ). Ôï óýíïëï ôùí åñùôÞóåùí ôçò íÝáò óõíèÞêçò èá ôï óõìâïëSSæïõìå ìå Q_ø [I]. Ðáñáôçñïýìå üôé áí ç ëSSóôá õðïèÝóåùí fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò S, ôüôå ç f[I] éêáíïðïéåSSôáé áðü ôï S áí êáé ìüíï áí ç f_ø [I] éêáíïðïéåSSôáé áðü ôï S.

Ç CULL ðñÝðåé íá åSSíáé ìSSá äéáäéêáóSSá ðïëõùíõìéêïý, ùò ðñïò |x|, œñüíïõ ç ïðïSSá äÝœåôáé ùò åSSóïäï ôï x, Ýíá óýíïëï äéáóôçìÜôùí Γ åðSS ôïõ Σ^{p(|x|)} êáé ìSSá ëSSóôá õðïèÝóåùí fi, ãéá ôá ïðïSSá éóœýïõí ïé åîÞò ðáñáäïœÝò:

• Ç ëSSóôá õðïèÝóåùí fi ðåñéÝœåé ôï ðïëý k óôïéœåSSá: |fi| ≤ k.

• ÅðåéäÞ ôï Γ ðñïêýðôåé áðü ôï {[0^{p(|x|)}; 1^{p(|x|)}]} ìå ôá âÞìáôá äéáìÝñéóçò êáé åêëÝðôõíóçò ðïõ Ýœïõìå äåSS óôç äéáäéêáóSSá SUPPLYMAXWIT- NESS, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ôï Γ ðåñéÝœåé äéáóôÞìáôá åðSS ôïõ Σ^{p(|x|)} ðïõ åSSíáé áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò. ÅðSSóçò, |Γ| > r_{|ø|}(|x|). Ç SUPPLYMAXWITNESS êáëåSS ôçí CULL ìå |fi| = 0 êáé |Γ| > r(|x|) = r_0(|x|).

• Áí fi = [(w_1; b_1); (w_2; b_2); : : : ; (w_{|ø|}; b_{|ø|})], ôüôå êÜèå óõíèÞêç f[I], üðïõ I ∈ Γ, ðåñéÝœåé ôéò {w_i}_{1≤i≤|ø|} ùò åñùôÞóåéò.

ÄåäïìÝíçò ìSSáò ôÝôïéáò åéóüäïõ, ðñÝðåé íá åðéóôñÝöåé ìSSá fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x, ùò ðñïò A, p. Ç åêëÝðôõíóç áõôÞ ðñÝðåé íá Ýœåé ìÝãåèïò ôï ðïëý r_{|ø|}(|x|).

Ç äéáäéêáóSSá CULL åSSíáé áíáäñïìéêÞ ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôçò ëSSóôáò õðïèÝóåùí ôçò åéóüäïõ êáé ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï 9, üðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé ùò õðïñïõôSSíåò ïé áëãüñéèìïé 10 êáé 11.

Ç âÜóç ôçò áíáäñïìÞò åSSíáé ç ðåñSSðôùóç |fi| = k. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, ãéá êÜèå äéÜóôçìá I ∈ Γ ç óõíÜñôçóç ôïõ ðSSíáêá áëçèåSSáò ˛_ø [I] åSSíáé óôáèåñÜ 0 Þ 1. Ç CULL åðéóôñÝöåé ôï ìïíïóýíïëï ðïõ ðåñéÝœåé ôï ìÝãéóôï ëåîéêïãñáöéêÜ äéÜóôçìá ôïõ Γ ðïõ áðåéêïíSSæåôáé ìÝóù ôçò f_ø [·] óå 0-óõíèÞêç ìå ðSSíáêá áëçèåSSáò óôáèåñÜ SSóï ìå 1. Áí äåí õðÜñœåé ôÝôïéï äéÜóôçìá óôï Γ, åðéóôñÝöåé ôï êåíü óýíïëï. ÄçëáäÞ áí R^′ åSSíáé ôï óýíïëï ðïõ åðéóôñÝöåé ç CULL, Ýœïõìå:

R^′ = { ∅ , áí R = ∅ {maxR} , áí R ≠ ∅

Áëãüñéèìïò 9 Ç äéáäéêáóSSá CULL, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 ÅSSóïäïò: x, Γ, fi ìå |Γ| > r_{|ø|}(|x|) êáé |fi| ≤ k ÿîïäïò: fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x, ùò ðñïò A, p ìå ìÝãåèïò ôï ðïëý r_{|ø|}(|x|) 1: procedure CULL(x, Γ, fi) 2: ▶ ÂÜóç ôçò áíáäñïìÞò 3: if |fi| = k then 4: R ← {I ∈ Γ : ˛_ø [I] ≡ 1} 5: if |R| = 0 then 6: return ∅ 7: else 8: return {max R} ▶ êáôÜ ôç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç 9: end if 10: else if |fi| < k then 11: ▶ ÖÜóç 1ç: áðáëïéöÞ äéáóôçìÜôùí ìå ôïí SSäéï \ìåéùìÝíï" ðSSíáêá áëçèåSSáò 12: while (∃I; I^′ ∈ Γ)[I ≺ I^′ ∧ f_ø [I] = f_ø [I^′]] do 13: âñåò ôï ìéêñüôåñï ëåîéêïãñáöéêÜ I ãéá ôï ïðïSSï õðÜñœåé ôÝôïéï æåýãïò (I; I^′) 14: Γ ← Γ \ {I} 15: end while 16: ▶ ÖÜóç 2ç: Åýñåóç ìSSáò åêëÝðôõíóçò ôïõ Γ ðïõ áðïìÝíåé 17: Δ_0 ← {I ∈ Γ : ˛_ø [I](0; : : : ; 0) = 0} 18: Δ_1 ← {I ∈ Γ : ˛_ø [I](0; : : : ; 0) = 1} 19: ▶ ÅêëÝðôõíóç ôïõ Δ_0 20: Y_0 ← AUX REF0(Δ_0) ▶ âë. áëãüñéèìï 10 21: ▶ ÅêëÝðôõíóç ôïõ Δ_1 22: Y_1 ← AUX REF1(Δ_1) ▶ âë. áëãüñéèìï 11 23: return Y_0 ∪ Y_1 24: end if 25: end procedure

Áëãüñéèìïò 10 Ç äéáäéêáóSSá AUX REF0, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 1: procedure AUX REF0(Δ_0) 2: m ← 0 3: repeat 4: S_{m+1} ← {I ∈ Δ_0 : (∀j : 1 ≤ j ≤ m)[Q_ø [I] ∩ Q_ø [I_j ] = ∅]} 5: if S_{m+1} ≠ ∅ then 6: I_{m+1} ← min S_{m+1} 7: m ← m + 1 8: end if 9: until S_{m+1} = ∅ 10: if m > q(|x|) then 11: Δ_0 ← {J ∈ Δ_0 : J ≺ I_{q(|x|)+1}} 12: m ← q(|x|) 13: end if 14: R ← ⋃ 1≤j≤m Qø [Ij ]

15: h ← |R| 16: Ýóôù y_1; y_2; : : : ; y_h ìSSá áðáñSSèìçóç ôïõ R êáôÜ ôç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç 17: Y_0 ← ∅ 18: for j ← 1 to h do 19: Θ_j ← {I ∈ Δ_0 : (∀s < j)[I =∈ Θ_s] ∧ y_j ∈ Q_ø [I]} 20: Θ^′_{j;0} ← CULL(x; Θ_j ; fi ∘ (y_j ; 0)) 21: Θ^′_{j;1} ← CULL(x; Θ_j ; fi ∘ (y_j ; 1)) 22: Y_0 ← Y_0 ∪ Θ^′_{j;0} ∪ Θ^′_{j;1} 23: end for 24: return Y_0 25: end procedure

Áëãüñéèìïò 11 Ç äéáäéêáóSSá AUX REF1, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.2 1: procedure AUX REF1(Δ_1) 2: m ← 0 3: repeat 4: S_{m+1} ← {I ∈ Δ_1 : (∀j : 1 ≤ j ≤ m)[Q_ø [I] ∩ Q_ø [I_j ] = ∅]} 5: if S_{m+1} ≠ ∅ then 6: I_{m+1} ← max S_{m+1} 7: m ← m + 1 8: end if 9: until S_{m+1} = ∅ 10: if m > q(|x|) + 1 then 11: Δ_1 ← {J ∈ Δ_1 : J ⪰ I_{q(|x|)+1}} 12: m ← q(|x|) + 1 13: end if 14: R ← ⋃ 1≤j≤m Qø [Ij ]

15: h ← |R| 16: Ýóôù y_1; y_2; : : : ; y_h ìSSá áðáñSSèìçóç ôïõ R êáôÜ ôç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç 17: Y_1 ← ∅ 18: for j ← 1 to h do 19: Θ_j ← {I ∈ Δ_1 : (∀s < j)[I =∈ Θ_s] ∧ y_j ∈ Q_ø [I]} 20: Θ^′_{j;0} ← CULL(x; Θ_j ; fi ∘ (y_j ; 0)) 21: Θ^′_{j;1} ← CULL(x; Θ_j ; fi ∘ (y_j ; 1)) 22: Y_1 ← Y_1 ∪ Θ^′_{j;0} ∪ Θ^′_{j;1} 23: end for 24: return Y_1 25: end procedure üðïõ R = {I ∈ Γ : ˛_ø [I] ≡ 1} åSSíáé ôï óýíïëï ðïõ õðïëïãSSæåé áñœéêÜ ç CULL. Ôï R^′ åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. ÐñáãìáôéêÜ, Ýóôù üôé ç fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò ôï S êáé üôé ôï Γ åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. ÄéáêñSSíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

• Áí R = ∅, ôüôå ãéá êÜèå I ∈ Γ éóœýåé ˛_ø [I] ≡ 0. ćñá ôï S äåí éêáíïðïéåSS ôçí f_ø [I]. Åöüóïí Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ç fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò ôï S, ðñïêýðôåé üôé ôï S äåí éêáíïðïéåSS ïýôå ôçí f[I]. Áí I = [u; v], êáé åðåéäÞ f[I] = f(⟨x; u⟩), Ýœïõìå üôé ôï S äåí éêáíïðïéåSS ôçí f(⟨x; u⟩), Üñá ⟨x; u⟩ =∈^{A;p}Left. Áí x ∈^{A;p}L, ôüôå (∀I = [u; v] ∈ Γ)[u ≻ A;pmaxwitness(x)] ôï ïðïSSï óçìáSSíåé üôé (∀I ∈ Γ)[^{A;p}maxwitness(x) =∈ I]. ĳìùò Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ôï Γ åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p, Üñá x =∈^{A;p}L. ÅðïìÝíùò ïðïéïäÞðïôå óýíïëï äéáóôçìÜôùí, Üñá êáé ôï R^′ = ∅ åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

• Áí R ≠ ∅, ôüôå ïñSSæåôáé ôï ìÝãéóôï ëåîéêïãñáöéêÜ äéÜóôçìá ôïõ R:

max R = [u_m; v_m]. Áöïý max R ∈ R, Ýœïõìå ˛_ø [max R] ≡ 1 Üñá ç f_ø [max R] éêáíïðïéåSSôáé áðü ôï S êáé åðåéäÞ ç fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò ôï S, éêáíïðïéåSSôáé êáé ç f[max R] áðü ôï S. ćñá ⟨x; u_m⟩ ∈^{A;p}Left äçëáäÞ ïñSSæåôáé ï^{A;p}maxwitness(x) êáé u_m ⪯^{A;p}maxwitness(x). ÅðåéäÞ ôï Γ åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p, ï ìÝãéóôïò ìÜñôõñáò ôïõ x ùò ðñïò A, p ðñÝðåé íá áíÞêåé óå êÜðïéï äéÜóôçìá ôïõ Γ. ÐñÝðåé ëïéðüí íá áíÞêåé óôï max R, ãéáôSS ãéá üëá ôá J = [u_J ; v_J ] ∈ Γ ìå J ≻ I, êáé êáôÜ óõíÝðåéá ˛_ø [J] ≡ 0, Ýœïõìå u_J ≻^{A;p}maxwitness(x), Üñá A;pmaxwitness(x) =∈ J. ÅðïìÝíùò ôï R^′ = {maxR} åSSíáé ðéóôü ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

ÅÜí ç CULL êëçèåSS ìå |fi| < k, áñœéêÜ áöáéñåSS äéáóôÞìáôá áðü ôï Γ Ýôóé þóôå ôá äéáóôÞìáôá ðïõ èá ðáñáìåSSíïõí óôï Γ íá áðåéêïíSSæïíôáé áíÜ äýï óå äéáöïñåôéêÝò (k − |fi|)-óõíèÞêåò ìÝóù ôçò f_ø [·]. Ôï óýíïëï Γ ðïõ áðïìÝíåé åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ áñœéêïý Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. ÓõãêåêñéìÝíá, áí õðÜñœïõí I = [u; v]; I^′ = [u^′; v^′] ∈ Γ ìå I ≺ I^′ êáé f_ø [I] = f_ø [I^′], èá äåSSîïõìå üôé ôï Γ \ {I} åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. ÿóôù üôé ç fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò ôï S. ÅðåéäÞ f_ø [I] = f_ø [I^′], ç f[I] éêáíïðïéåSSôáé áðü ôï S áí êáé ìüíï áí ç f[I^′] éêáíïðïéåSSôáé áðü ôï S. ćñá áðü ôï èåþñçìá 2.3.7, ⟨x; u⟩ ∈^{A;p}Left ⇐⇒ ⟨x; u^′⟩ ∈^{A;p}Left. Ç ôåëåõôáSSá óœÝóç ãñÜöåôáé éóïäýíáìá u ⪯^{A;p}maxwitness(x) ⇐⇒ u^′ ⪯^{A;p}maxwitness(x). Áðü áõôü ðñïêýðôåé üôé^{A;p}maxwitness(x) =∈ I, äéüôé óå áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç éóœýåé u ⪯^{A;p}maxwitness(x) ⪯ v ≺ u^′ ⇒ u^′ ⪯^{A;p}maxwitness(x) ≺ u^′, ðïõ åSSíáé Üôïðï. Áöïý^{A;p}maxwitness(x) =∈ I, ðñïöáíþò ôï Γ \ I åSSíáé åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. ćñá áðü ôï èÝùñçìá 2.3.22, éäéüôçôá 2, ôï óýíïëï Γ ðïõ ðñïêýðôåé óôï ôÝëïò ôçò ðñþôçò öÜóçò åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ áñœéêïý Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

Óôç äåýôåñç öÜóç, ôï óýíïëï Γ äéáìåñSSæåôáé óå äýï õðïóýíïëá Δ_0 êáé Δ_1, êáèÝíá áðü ôá ïðïSSá åêëåðôýíåôáé îåœùñéóôÜ. Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3.22, éäéüôçôá 1, ç Ýíùóç ôùí äýï åêëåðôýíóåùí åSSíáé åêëÝðôõíóç ôïõ Γ. ÁñœéêÜ ç CULL õðïëïãSSæåé ìSSá áýîïõóá áêïëïõèSSá äéáóôçìÜôùí {I_i = [u_i; v_i]}_{1≤i≤m} ôïõ Δ_0 = {I ∈ Γ : ˛_ø [I](0; : : : ; 0) = 0} Ýôóé þóôå íá éóœýïõí:

• Ôá óýíïëá {Q_ø [I_i]}_{1≤i≤m} åSSíáé áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò êáé

• ãéá êÜèå t, 0 ≤ t < m, ôï I_{t+1} åSSíáé ôï ìéêñüôåñï ëåîéêïãñáöéêÜ äéÜóôçìá I ∈ Δ_0 ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé Q_ø [I]∩Q_ø [I_1] = ∅, Q_ø [I]∩Q_ø [I_2] = ∅, : : :, Q_ø [I] ∩ Q_ø [I_t] = ∅.

Áí ôï ðëÞèïò m áõôþí ôùí äéáóôçìÜôùí åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü q(|x|), ôüôå êñáôÜåé óôï Δ_0 ìüíï üóá äéáóôÞìáôá åSSíáé ìéêñüôåñá ëåîéêïãñáöéêÜ áðü ôï (q(|x|) + 1)-ïóôü ôçò áêïëïõèSSáò. ÄçëáäÞ, áí Δ^′_0 åSSíáé ôï íÝï óýíïëï Δ_0:

Δ^′_0 = { Δ_0 , áí m ≤ q(|x|) {J ∈ Δ_0 : J ≺ I_{q(|x|)+1}} , áí m ≥ q(|x|) + 1

Ôï Δ^′_0 åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Δ_0. ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé áí m ≥ q(|x|)+ 1 êáé áí ç fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò S ôüôå ï ìÝãéóôïò ìÜñôõñáò^{A;p}maxwitness(x) äåí ìðïñåSS íá ðåñéÝœåôáé óå êÜðïéï äéÜóôçìá J ìå J ⪰ I_{q(|x|)+1}. Ðñïò Üôïðï, áò õðïèÝóïõìå üôé x ∈^{A;p}L êáé u_{q(|x|)+1} ⪯^{A;p}maxwitness(x). Ôüôå ãéá êÜèå j, 1 ≤ j ≤ q(|x|) + 1, Ýœïõìå u_j ⪯^{A;p}maxwitness(x). ćñá ôï S éêáíïðïéåSS ôçí f_ø [I_j ]. ÅðåéäÞ üìùò ˛_ø [I_j ](0; : : : ; 0) = 0, ðñÝðåé ôïõëÜœéóôïí ìSSá áðü ôéò åñùôÞóåéò ôçò f_ø [I_j ] íá ðåñéÝœåôáé óôï S. ÅðåéäÞ üðùò åSSäáìå ôá óýíïëá {Q_ø [I_j ]}_{1≤j≤m} åSSíáé áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò, óõìðåñáSSíïõìå üôé ôï S ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí q(|x|) + 1 äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò åñùôÞóåéò kóõíèçêþí, ïé ïðïSSåò ðñïêýðôïõí ùò áðåéêüíéóç ìÝóù ôçò f(·) êÜðïéïõ ⟨x; y⟩, üðïõ |y| = p(|x|). ĳìùò áõôü åSSíáé Üôïðï, ãéáôSS ôï ðïëõþíõìï q öñÜóóåé Üíù áêñéâþò áõôü ôï ìÝãåèïò (ïñéóìüò 2.3.23).

Óôç óõíÝœåéá, áò åSSíáé m^′ ôï ðëÞèïò ôùí äéáóôçìÜôùí ôïõ Δ^′_0. ÄçëáäÞ m^′ = min{m; q(|x|)}. Ôï óýíïëï R = ⋃ 1≤j≤m^′ Qø [Ij ] üëùí ôùí åñùôÞóåùí

ðïõ åìöáíSSæïíôáé óôéò ìåéùìÝíåò óõíèÞêåò {f_ø [I_j ]}_{1≤j≤m}′ Ýœåé ðëçèÜñéèìï h = |R| = (k − |fi|)m^′. Áí y_1; y_2; : : : ; y_h åSSíáé ç äéÜôáîç ôùí óôïéœåSSùí ôïõ R óå ëåîéêïãñáöéêÞ óåéñÜ, ïñSSæïõìå ôá óýíïëá {Θ_j }_{1≤j≤h}, üðïõ ãéá êÜèå j, 1 ≤ j ≤ h:

Θ_j = {I ∈ Δ^′_0 : (∀s : 1 ≤ s ≤ j − 1)[I =∈ Θ_s] ∧ (y_j ∈ Q_ø [I])}

ÄçëáäÞ ôï óýíïëï Θ_j ðåñéÝœåé äéáóôÞìáôá ðïõ ïé áíôSSóôïéœåò ìåéþìåíåò óõíèÞêåò ôïõò äåí ðåñéëáìâÜíïõí ùò åñùôÞóåéò êáìSSá áðü ôéò {y_i}_{1≤i¡j} áëëÜ ðåñéëáìâÜíïõí ôçí y_j . Ç CULL õðïëïãSSæåé ôá {Θ_j}_{1≤j≤h} êáé œñçóéìïðïéåSS áíáäñïìéêÜ ôïí åáõôü ôçò ãéá íá õðïëïãSSóåé ôï óýíïëï Y_0:

Y_0 = ⋃ 1≤j≤h ⋃ b∈{0;1}

CULL(x; Θ_j ; fi ∘ (y_j ; b))

Ôï Y_0 åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Δ^′_0 ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. ÐñáãìáôéêÜ, ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå j, ôï ⋃ b∈{0;1} CULL(x; Θj ; fi ∘ (yj ; b)) åSSíáé fi,S-

åêëÝðôõíóç ôïõ Θ_j ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. ÅðåéäÞ Δ^′_0 = Θ_1 ∪ Θ_2 ∪ · · · ∪ Θ_h, áðü ôï èåþñçìá 2.3.22 ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé ôï Y_0 åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Δ_0 ãéá ôï x ùò ðñïò A, p.

Ãéá ôçí åêëÝðôõíóç ôïõ Δ_1 áêïëïõèïýíôáé ðáñüìïéá âÞìáôá. ÁñœéêÜ õðïëïãSSæåôáé ìSSá öèSSíïõóá áêïëïõèSSá äéáóôçìÜôùí {I_i = [u_i; v_i]}_{1≤i≤m} ôïõ Δ_1 = {I ∈ Γ : ˛_ø [I](0; : : : ; 0) = 1}, ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé êáé ðÜëé üôé ôá óýíïëá {Q_ø [I_i]}_{1≤i≤m} åSSíáé áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò, áëëÜ ãéá êÜèå t, 0 ≤ t < m, ôï I_{t+1} åSSíáé ôï ìåãáëýôåñï ëåîéêïãñáöéêÜ äéÜóôçìá I ∈ Δ_1 ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé Q_ø [I] ∩ Q_ø [I_1] = ∅, Q_ø [I] ∩ Q_ø [I_2] = ∅, : : :, Q_ø [I] ∩ Q_ø [I_t] = ∅. Áí ôï ðëÞèïò m áõôþí ôùí äéáóôçìÜôùí åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü q(|x|)+1, ôüôå êñáôÜåé óôï Δ_1 ìüíï üóá äéáóôÞìáôá åSSíáé ìåãáëýôåñá Þ SSóá ëåîéêïãñáöéêÜ áðü ôï (q(|x|) + 1)-ïóôü ôçò áêïëïõèSSáò. ÄçëáäÞ, áí Δ^′_1 åSSíáé ôï íÝï óýíïëï Δ_1:

Δ^′_1 = { Δ_1 , áí m ≤ q(|x|) + 1 {J ∈ Δ_1 : J ⪰ I_{q(|x|)+1}} , áí m ≥ q(|x|) + 2

Ôï Δ^′_1 åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Δ_1. ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé áí m ≥ q(|x|)+ 2 êáé áí ç fi åSSíáé ïñèÞ ùò ðñïò S ôüôå ï ìÝãéóôïò ìÜñôõñáò^{A;p}maxwitness(x) äåí ìðïñåSS íá ðåñéÝœåôáé óå êÜðïéï äéÜóôçìá J ìå J ≺ I_{q(|x|)+1}. Ðñïò Üôïðï, áò õðïèÝóïõìå üôé x ∈^{A;p}L êáé u_{q(|x|)+1} ≻^{A;p}maxwitness(x). Ôüôå ãéá êÜèå j, 1 ≤ j ≤ q(|x|) + 1, Ýœïõìå: u_j ≻^{A;p}maxwitness(x) Üñá ôï S äåí éêáíïðïéåSS ôçí f_ø [I_j ]. ÅðåéäÞ üìùò ˛_ø [I_j ](0; : : : ; 0) = 1, ðñÝðåé ôïõëÜœéóôïí ìSSá áðü ôéò åñùôÞóåéò ôçò f_ø [I_j ] íá ðåñéÝœåôáé óôï S. ÅðåéäÞ êáé ðÜëé ôá óýíïëá {Q_ø [I_j ]}_{1≤j≤m} åSSíáé áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò, ðñïêýðôåé ìå ôïí SSäéï ôñüðï üðùò êáé óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ Δ^′_0 üôé ôï S ðåñéÝœåé ðåñéóóüôåñåò áðü q(|x|) äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò åñùôÞóåéò k-óõíèçêþí f(⟨x; y⟩) üðïõ |y| = p(|x|), ðïõ åSSíáé Üôïðï.

ÿœïõìå äåSSîåé ìÝœñé óôéãìÞò üôé ôï óýíïëï ðïõ åðéóôñÝöåé ç CULL óå åSSóïäï (x; Γ; fi) åSSíáé fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p. Èá äåSSîïõìå óôç óõíÝœåéá üôé ôï ìÝãåèïò áõôÞò ôçò åêëÝðôõíóçò äåí îåðåñíÜåé ôçí ôéìÞ r_{|ø|}(|x|). Ç áðüäåéîç èá ãSSíåé ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò ëSSóôáò õðïèÝóåùí fi. Áí |fi| = k, ôüôå ç CULL åðéóôñÝöåé Ýíá óýíïëï ðïõ ðåñéÝœåé ìüíï Ýíá óôïéœåSSï. ćñá ôï æçôïýìåíï éóœýåé, áöïý r_{|ø|} ≡ r_k ≡ 1. ÿóôù ôþñá üôé ãéá êÜèå d, 0 ≤ d_0 < d ≤ k, ç CULL ìå åSSóïäï (x; Γ; fi), üðïõ |fi| = d, åðéóôñÝöåé ìSSá fi,S-åêëÝðôõíóç ôïõ Γ ãéá ôï x ùò ðñïò A, p ìå ìÝãåèïò ôï ðïëý r_d(|x|). Áí ç CULL êëçèåSS ìå åSSóïäï ëSSóôá õðïèÝóåùí ðïõ Ýœåé ìÞêïò d_0, åêôåëåSS ôï ðïëý 2q(|x|)(k − d_0) áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò ìå ìÞêïò ëSSóôáò õðïèÝóåùí d_0 +1 ãéá ôçí åêëÝðôõíóç ôïõ Δ^′_0, êáé ôï ðïëý 2(q(|x|)+1)(k −d_0) áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò ìå ìÞêïò ëSSóôáò õðïèÝóåùí d_0 + 1 ãéá ôçí åêëÝðôõíóç ôïõ Δ^′_1. ÔåëéêÜ, åðéóôñÝöåé Ýíá óýíïëï ðïõ åSSíáé ç Ýíùóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí áõôþí ôùí êëÞóåùí, Üñá ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò ìðïñåSS íá ðåñéÝœåé ôï ðïëý 2(k − d_0)(2q(|x|) + 1)r_{d0+1}(|x|) = r_{d0} (|x|) äéáóôÞìáôá. ■

82 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÁÕÔÏ-ÁÍÁÃÙÃÇ

ÊåöÜëáéï 3

ÓõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò

Ïé óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò áðïôåëïýí áíôéêåSSìåíï âáóéêÞò óçìáóSSáò óôçí êñõðôïãñáöSSá. Óå áõôÝò óôçñSSæïíôáé ôá êñõðôïóõóôÞìáôá äçìïóSSïõ êëåéäéïý, üðïõ ï ðáñáëÞðôçò åíüò êñõðôïãñáöçìÝíïõ ìçíýìáôïò ìðïñåSS íá ôï áðïêñõðôïãñáöÞóåé åýêïëá œñçóéìïðïéþíôáò ôï éäéùôéêü ôïõ êëåéäSS, åíþ ãéá êÜðïéïí ðïõ äåí ãíùñSSæåé áõôü ôï êëåéäSS ç äéáäéêáóSSá ôçò åîáãùãÞò ôïõ áñœéêïý ìçíýìáôïò áðü ôï êñõðôïãñáöçìÝíï åSSíáé äýóêïëç. ÃåíéêÜ, ëÝãåôáé üôé ìSSá óõíÜñôçóç f åSSíáé ìïíÞò êáôåýèõíóçò üôáí åSSíáé õðïëïãéóôéêÜ \ðñïóéôüò" ï õðïëïãéóìüò ôçò ôéìÞò f(x) äïèÝíôïò ôïõ x, åíþ ï áíôSSóôñïöïò õðïëïãéóìüò ôïõ x äïèåSSóçò ôçò ôéìÞò f(x) åSSíáé õðïëïãéóôéêÜ \áðñüóéôïò". ÓõíÞèùò ôáõôSSæïõìå ôá õðïëïãéóôéêÜ ðñïóéôÜ ðñïâëÞìáôá ìå ôçí êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò P êáé ôá õðïëïãéóôéêÜ áðñüóéôá ðñïâëÞìáôá ìå ôçí êëÜóç NP \ P. ÅðåéäÞ äåí åSSíáé ãíùóôÞ ç áðÜíôçóç óôï åñþôçìá P^?= NP, äåí õðÜñœïõí áðïäåäåéãìÝíá ìïíÞò êáôåýèõíóçò óõíáñôÞóåéò.

Óôá åðüìåíá èá ïñSSóïõìå ðéï áõóôçñÜ ôéò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò êáé èá äïýìå üôé ôï åñþôçìá ôçò ýðáñîçò óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï P^?= NP. Áêüìç, èá åîåôÜóïõìå ôçí ýðáñîç áìöéìïíïóÞìáíôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò êáé èá äéåñåõíÞóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá.

3.1 ¿ðáñîç óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò

3.1.1 ÁðïóáöÞíéóç ôùí åííïéþí

Ìå âÜóç ôç äéáéóèçôéêÞ ðåñéãñáöÞ ðïõ äþóáìå ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò, èá ìðïñïýóáìå íá ïñSSóïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ åSSíáé õðïëïãéóôÝò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï åíþ ç áíôSSóôñïöç óõíÜñôçóç êÜèå ìSSáò áðü áõôÝò äåí ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Ôï ðñüâëçìá ìå ôïí ïñéóìü áõôü åSSíáé üôé ç äõóêïëSSá áíôéóôñïöÞò åíäÝœåôáé íá ïöåSSëåôáé áðëþò óôï üôé ç óõíÜñôçóç ðáñÜãåé Ýîïäï ìå ðïëý ìéêñüôåñï ìÞêïò áðü ôçí åSSóïäï. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç f(x) = 1^{⌈log(|x|+1)⌉} ðáñÜãåé Ýîïäï ìå ìÞêïò |f(x)| = O(log |x|). ćñá ãéá ôçí áíôSSóôñïöç óõíÜñôçóç f^{−1} èá Ýœïõìå üôé |f^{−1}(x)| = O(2^{|x|}). ÄçëáäÞ ìSSá ìçœáíÞ Turing ðïõ õðïëïãSSæåé ôçí f^{−1} èá áðáéôåSS åêèåôéêü œñüíï ùò ðñïò ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ áðëþò êáé ìüíï ãéá ôçí åããñáöÞ ôïõ áðïôåëÝóìáôïò óôçí ôáéíSSá åîüäïõ. ÅðåéäÞ ôÝôïéïõ åSSäïõò óõíáñôÞóåéò äåí ðñïóöÝñïõí ôSSðïôå óôçí üëç óõæÞôçóç óôá ðëáSSóéá ôçò êñõðôïãñáöSSáò Þ ôçò èåùñSSáò ðïëõðëïêüôçôáò, áðáéôïýìå ãéá êÜèå ôéìÞ y ìSSáò óõíÜñôçóçò ìïíÞò êáôåýèõíóçò íá õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí ìSSá ðñï-åéêüíá x ìå ìÞêïò ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |y|, |x| ≤ q(|y|). Áí ìSSá óõíÜñôçóç éêáíïðïéåSS áõôÞ ôç óõíèÞêç, ôüôå ëÝãåôáé ôSSìéá.

Ïñéóìüò 3.1.1 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ëÝãåôáé ôSSìéá, áí õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q þóôå ãéá êÜèå y óôï óýíïëï ôéìþí ôçò f (range(f)) íá õðÜñœåé ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá x ìå ìÞêïò ôï ðïëý q(|y|) ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé f(x) = y.

Ïñéóìüò 3.1.2 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ëÝãåôáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï áí õðÜñœåé ìSSá óõíÜñôçóç g ∈ FP Ýôóé þóôå ãéá êÜèå y óôï óýíïëï ôéìþí ôçò f, ç y íá áíÞêåé óôï ðåäSSï ïñéóìïý ôçò g (domain(g)), ç g(y) íá áíÞêåé óôï ðåäSSï ïñéóìïý ôçò f êáé f(g(y)) = y. Ç g ëÝãåôáé áíôSSóôñïöç ôçò f.

Ïñéóìüò 3.1.3 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ïíïìÜæåôáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò áí éóœýïõí üëá ôá ðáñáêÜôù:

1. ç f åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï,

2. ç f äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé

3. ç f åSSíáé ôSSìéá.

Ìå áõôüí ôïí ïñéóìü áðïêëåSSïõìå ôçí ðåñSSðôùóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ç f äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ãéá ôåôñéììÝíïõò ëüãïõò êáé åîáóöáëSSæïõìå üôé ç áíôéóôñïöÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò ðïõ œñçóéìïðïéïýìå ðáñïõóéÜæåé ïõóéáóôéêÞ õðïëïãéóôéêÞ äõóêïëSSá.

3.1.2 Ç ôåœíéêÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò

Èåþñçìá 3.1.4 [Wat88] ÕðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò áí êáé ìüíï áí P ≠ NP.

Áðüäåéîç

ÿóôù üôé P ≠ NP êáé áò åSSíáé A ìSSá ãëþóóá ðïõ áíÞêåé óôï NP áëëÜ üœé óôï P. ÕðÜñœåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäÝœåôáé ôçí A, äçëáäÞ A = L(N). Èåùñïýìå ôï óýíïëï ôùí æåõãþí ôùí õðïëïãéóôéêþí ìïíïðáôéþí ôçò N ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò êáé ôùí áíôSSóôïéœùí åéóüäùí, comp(N):

comp(N) = { ⟨x; y⟩ :

ç x åSSíáé êùäéêïðïSSçóç õðïëïãéóôéêïý ìïíïðáôéïý ôçò N ìå åSSóïäï y ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò }

ÅðåéäÞ ç N ëåéôïõñãåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé õðïôSSèåôáé üôé ç ⟨·; ·⟩ åSSíáé ëïãéêÞ^1 óõíÜñôçóç óýæåõîçò, êÜèå óôïéœåSSï ⟨x; y⟩ ôïõ comp(N) èá Ýœåé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ìÞêïò ùò ðñïò |y|. ÅðSSóçò åSSíáé öáíåñü üôé comp(N) ∈ P, áöïý óå åSSóïäï ⟨x; y⟩ áñêåSS íá åîïìïéùèåSS ç N ìå åSSóïäï y êáé ìå ôéò ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò åðéëïãÝò ðïõ êáèïñSSæïíôáé áðü ôï x êáé íá åëåãœèåSS áí êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò Þ üœé.

1ÌSSá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç óýæåõîçò åSSíáé ìSSá Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé åðSS óõíÜñôçóç áðü ôï Σ^? × Σ^? óôï Σ^?, ç ïðïSSá åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Áõôü Ýœåé ùò áðïôÝëåóìá ãéá êÜèå x; y ∈ Σ^? ôá ìåãÝèç |x| + |y| êáé |⟨x; y⟩| íá åSSíáé ðïëõùíõìéêÜ óõóœåôéóìÝíá.

ÅðéðëÝïí, èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç f:

f(⟨x; y⟩) = { y , áí ⟨x; y⟩ ∈ comp(N) áðñïóäéüñéóôç , áëëéþò

Ç f åSSíáé ìSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ Ýœåé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

• ÅSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, áöïý comp(N) ∈ P.

• range(f) = L(N) = A. ÐñáãìáôéêÜ, áí y ∈ range(f) ôüôå õðÜñœåé Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé x ôçò N ìå åSSóïäï y ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, Üñá y ∈ L(N). ÁíôSSóôñïöá, áí y ∈ L(N) êáé x åSSíáé êÜðïéï õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ôçò N ìå åSSóïäï y ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, ôüôå f(⟨x; y⟩) = y, Üñá y ∈ range(f).

• ÅSSíáé ôSSìéá: áí y áíÞêåé óôï óýíïëï ôéìþí ôçò, ôüôå õðÜñœåé ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá ⟨x; y⟩ ∈ comp(N) þóôå f(⟨x; y⟩) = y, êáé ìÜëéóôá ôï ìÞêïò ôçò ⟨x; y⟩ åSSíáé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |y|.

Èá äåSSîïõìå åðéðëÝïí üôé ç f äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, Üñá åSSíáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Ðñïò Üôïðï, Ýóôù üôé ç f åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé Ýóôù g ∈ FP ç áíôSSóôñïöÞ ôçò. Åî ïñéóìïý, ãéá êÜèå y ∈ range(f) éóœýåé üôé y ∈ domain(g), g(y) ∈ domain(f) êáé f(g(y)) = y. ćñá ãéá êÜèå óõìâïëïáêïëïõèSSá y Ýœïõìå ôçí éóïäõíáìSSá:

y ∈ range(f) ⇔ f(g(y)) = y

ÅðåéäÞ ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g åSSíáé õðïëïãéóôÝò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ðñïêýðôåé range(f) ∈ P ⇒ A ∈ P. Ç ôåëåõôáSSá óœÝóç ïäçãåSS óå Üôïðï, áöïý Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé A ∈ NP \ P.

Ãéá ôçí áíôSSóôñïöç êáôåýèõíóç, áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñœåé ìSSá óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò f, êáé ðñïò Üôïðï Ýóôù üôé P = NP. Èá äåSSîïõìå üôé ç f åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ãåãïíüò ðïõ áíôSSêåéôáé óôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Áëãüñéèìïò 12 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôï óýíïëï prefix-inv(f), üðïõ ç f åSSíáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò ÅSSóïäïò: ⟨x; y⟩ 1: åðÝëåîå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá z ìÞêïõò ôï ðïëý q(|y|) 2: if ç x äåí åSSíáé ðñüèåìá ôçò z then 3: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 4: end if 5: if f(z) ≠ y then 6: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 7: end if 8: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò

Ç f åSSíáé ôSSìéá, Üñá õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q þóôå ãéá êÜèå y ∈ range(f) íá õðÜñœåé x ìå ìÞêïò ôï ðïëý q(|y|), ôÝôïéï þóôå f(x) = y. Èåùñïýìå ôï óýíïëï \ðñïèåìÜôùí" ôçò áíôSSóôñïöçò óõíÜñôçóçò ôçò f, prefix-inv(f):

prefix-inv(f) = {⟨x; y⟩ : (∃w)[|xw| ≤ q(|y|) ∧ f(xw) = y]}

ÄçëáäÞ ôï óýíïëï prefix-inv(f) ðåñéÝœåé üëá ôá æåýãç ⟨x; y⟩ üðïõ ôï x åSSíáé ðñüèåìá êÜðïéáò ðñï-åéêüíáò ôïõ y ìå ìÝãåèïò ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |y|. Ï ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò 12 åSSíáé ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, áöïý ç f ùò óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò õðïëïãSSæåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, êáé áðïöáóSSæåé ôï prefix-inv(f). ćñá prefix-inv(f) ∈ NP, êáé åðåéäÞ Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé P = NP ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé prefix-inv(f) ∈ P.

Œñçóéìïðïéþíôáò ôç œáñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ prefix-inv(f) ùò õðïñïõôSSíá ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, ìðïñïýìå ðëÝïí íá áíôéóôñÝøïõìå ôç óõíÜñôçóç f óå (íôåôåñìéíéóôéêü) ðïëõùíõìéêü œñüíï ìå ôïí áëãüñéèìï 13: ï âñüœïò ôïõ áëãïñSSèìïõ åêôåëåSSôáé ôï ðïëý q(|y|) öïñÝò êáé ç f åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ùò óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Ï âñüœïò äéáôçñåSS ôçí áíáëëïSSùôç óõíèÞêç:

y ∈ range(f) ⇒ ⟨x; y⟩ ∈ prefix-inv(f)

Áëãüñéèìïò 13 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ õðïëïãSSæåé ôçí áíôSSóôñïöç ìSSáò óõíÜñôçóçò ìïíÞò êáôåýèõíóçò, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1.4 ÅSSóïäïò: y 1: x ← " 2: loop 3: if ⟨x0; y⟩ ∈ prefix-inv(f) then 4: x ← x0 5: else if ⟨x1; y⟩ ∈ prefix-inv(f) then 6: x ← x1 7: else 8: break 9: end if 10: end loop 11: if f(x) = y then 12: return x 13: else 14: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò ▶ y =∈ range(f) 15: end if

3.2. ÿÍÁ-ÐÑÏÓ-ÅÍÁ ÊÁÉ K-ÐÑÏÓ-ÅÍÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ89

Óôï ôÝëïò ôïõ âñüœïõ, áí y ∈ range(f), éóœýïõí ⟨x; y⟩ ∈ prefix-inv(f), ⟨x0; y⟩ =∈ prefix-inv(f) êáé ⟨x1; y⟩ =∈ prefix-inv(f). ćñá åî ïñéóìïý ôïõ prefix-inv(f) éóœýåé f(x) = y. ÁíôSSóôñïöá, áí y =∈ range(f) ôüôå ðñïöáíþò f(x) ≠ y. ćñá óôï ôÝëïò ôïõ âñüœïõ éóœýåé:

y ∈ range(f) ⇔ f(x) = y

Áí g åSSíáé ç óõíÜñôçóç ðïõ õðïëïãSSæåé ï áëãüñéèìïò 13, Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå y ∈ range(f):

• y ∈ domain(g), áöïý ç g åðéóôñÝöåé ôçí ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò x óôï ôÝëïò ôïõ âñüœïõ.

• g(y) ∈ domain(f), áöïý g(y) = x êáé f(x) = y.

• f(g(y)) = f(x) = y.

ćñá ç f åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ■ 3.2 ÿíá-ðñïò-Ýíá êáé k-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò

ÓœåôéêÜ ìå ôçí áíôéóôñïöÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò, èá Þôáí ãåíéêÜ åðéèõìçôü êÜèå êñõðôïãñáöçìÝíï ìÞíõìá íá Ýœåé ìüíï ìSSá äõíáôÞ áðïêùäéêïðïSSçóç, œùñSSò üìùò íá ôSSèåôáé óå êSSíäõíï ç áóöÜëåéá ôïõ œñçóéìïðïéïýìåíïõ êñõðôïóõóôÞìáôïò. ÿôóé ïäçãïýìáóôå óôçí Ýííïéá ôçò Ýíáðñïò-Ýíá óõíÜñôçóçò ìïíÞò êáôåýèõíóçò:

Ïñéóìüò 3.2.1 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Σ^? → Σ^? ïíïìÜæåôáé Ýíá-ðñïò- Ýíá óõíÜñôçóç Þ áìöéìïíïóÞìáíôç óõíÜñôçóç áí ãéá êÜèå y ∈ Σ^? õðÜñœåé ôï ðïëý Ýíá x ∈ Σ^? ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé f(x) = y.

Ïñéóìüò 3.2.2 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ïíïìÜæåôáé Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò áí åSSíáé ôáõôüœñïíá Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç êáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåéò åSSíáé åíôåëþò ìïíïóÞìáíôåò ùò ðñïò ôçí áíôéóôñïöÞ. Áí ç f åSSíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç, êÜèå óôïéœåSSï ôïõ range(f) Ýœåé áêñéâþò ìSSá ðñï-åéêüíá. Èá äïýìå óôá åðüìåíá üôé ç õðÜñîç Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò óõíäÝåôáé Üìåóá ìå ôïõò ìïíïóÞìáíôïõò õðïëïãéóìïýò ìçœáíþí Turing ðïõ áðïöáóSSæïõí ãëþóóåò ôçò êëÜóçò UP. Áêüìç, èá óõíäÝóïõìå Üññçêôá ôçí ýðáñîç Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå ôçí ýðáñîç k-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò, üðïõ k ≥ 1 öõóéêÞ óôáèåñÜ.

Ïñéóìüò 3.2.3 Ãéá êÜèå öõóéêü k ≥ 1, ìSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ïíïìÜæåôáé k-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç áí ãéá êÜèå y ∈ range(f) õðÜñœïõí ôï ðïëý k ôï ðëÞèïò x ãéá ôá ïðïSSá éóœýåé f(x) = y.

Ïñéóìüò 3.2.4 Áí õðÜñœåé öõóéêüò áñéèìüò k ≥ 1 þóôå êÜðïéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f íá åSSíáé k-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç, ôüôå ç f ëÝãåôáé óõíÜñôçóç öñáãìÝíçò áìöéóçìSSáò.

3.2.1 ÕðïëïãéóìïSS ðåñéïñéóìÝíçò áìöéóçìSSáò

ÌÝœñé óôéãìÞò Ýœïõìå œñçóéìïðïéÞóåé ãéá ôïõò ìç íôåôåñìéíéóôéêïýò õðïëïãéóìïýò Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï óôï ïðïSSï ç ìçœáíÞ Turing áðïäÝœåôáé ôçí åSSóïäü ôçò áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá ìïíïðÜôé ôïõ äÝíôñïõ õðïëïãéóìïý ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. ĳðùò Ýœïõìå äåé, ïé ãëþóóåò ðïõ ãSSíïíôáé áðïäåêôÝò áðü ôÝôïéåò ìçœáíÝò ðïõ ëåéôïõñãïýí óå ðïëõùíõìéêü œñüíï áðïôåëïýí ôçí êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò NP.

Ôñïðïðïéïýìå ôï ìïíôÝëï áõôü, áðáéôþíôáò áðü ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìçœáíÞò Turing íá Ýœåé ãéá êÜèå åSSóïäï ôï ðïëý Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Ïé ìçœáíÝò áõôÝò ïíïìÜæïíôáé ìïíïóÞìáíôåò. Ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ ãSSíïíôáé áðïäåêôÝò áðü ìïíïóÞìáíôåò ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò

3.2. ÿÍÁ-ÐÑÏÓ-ÅÍÁ ÊÁÉ K-ÐÑÏÓ-ÅÍÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ91

ìçœáíÝò Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ïíïìÜæåôáé UP [Val76]. ÖáSSíåôáé åýêïëá üôé P ⊆ UP ⊆ NP. ÐñáãìáôéêÜ, ï õðïëïãéóìüò ìSSáò íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing Ýœåé ðÜíôá ôï ðïëý Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Ãéá ôïí åãêëåéóìü UP ⊆ NP áñêåSS íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ìSSá ìïíïóÞìáíôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing åîáêïëïõèåSS íá åSSíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing.

Äåí åSSíáé ãíùóôü áí êÜðïéïò áðü ôïõò åãêëåéóìïýò áõôïýò åSSíáé ãíÞóéïò, üìùò ðéóôåýåôáé üôé P ⊂ UP ⊂ NP. Èá äïýìå óôç óõíÝœåéá üôé ôï åñþôçìá P^?= UP óõíäÝåôáé Üìåóá ìå ôçí ýðáñîç Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò. Ãåíéêåýïíôáò ôéò ìïíïóÞìáíôåò ìçœáíÝò Turing, ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå, ãéá êÜèå öõóéêü k ≥ 1, ôéò k-áìöSSóçìåò ìçœáíÝò Turing óôéò ïðïSSåò ï ìç íôåôåñìéíéóôéêüò õðïëïãéóìüò åðéôñÝðåôáé íá Ýœåé ôï ðïëý k ìïíïðÜôéá ðïõ êáôáëÞãïõí óå áðïäïœÞ. Ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ ãSSíïíôáé áðïäåêôÝò áðü k-áìöSSóçìåò ìçœáíÝò Turing ïíïìÜæåôáé UP_k [Bei89]. Ðñïöáíþò ç UP_1 ôáõôSSæåôáé ìå ôçí UP. ÁíôSSóôïéœá, áí åðéôñÝøïõìå ãéá êÜèå åSSóïäï x ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |x| áñéèìü ìáñôýñùí, ëáìâÜíïõìå ôçí êëÜóç FewP [AR88], ç ïðïSSá âñSSóêåôáé áíÜìåóá óôéò UP êáé NP: P ⊆ UP ⊆ FewP ⊆ NP. Áêïëïõèïýí ïé ïñéóìïSS ôùí êëÜóåùí óôéò ïðïSSåò áíáöåñüìáóôå:

Ïñéóìüò 3.2.5 ÌSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç UP áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, ôÝôïéá þóôå íá éóœýåé L = L(N) êáé ãéá êÜèå x íá õðÜñœåé ôï ðïëý Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ôçò N ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò.

Ãéá ôéò êëÜóåéò UP_k êáé FewP äSSíïõìå ôïí éóïäýíáìï ïñéóìü óå üñïõò ìáñôýñùí, óå áíôéóôïéœSSá ìå ôïí éóïäýíáìï ïñéóìü ãéá ôçí êëÜóç NP ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï èåþñçìá 2.3.8:

Ïñéóìüò 3.2.6 Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü k ≥ 1, ìSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç UP_k áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï p êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýïõí ôá åîÞò:

1. x =∈ L ⇒ |{y : |y| ≤ q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = 0 êáé

2. x ∈ L ⇒ 1 ≤ |{y : |y| ≤ q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| ≤ k

Ïñéóìüò 3.2.7 ÌSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç FewP áí êáé ìüíï áí õðÜñœïõí äýï ðïëõþíõìá q, p êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýïõí ôá åîÞò:

1. x =∈ L ⇒ |{y : |y| ≤ q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = 0 êáé

2. x ∈ L ⇒ 1 ≤ |{y : |y| ≤ q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| ≤ p(|x|)

Ï ïñéóìüò ôçò êëÜóçò UP èÝôåé Ýíáí ðåñéïñéóìü óôç ëåéôïõñãSSá ôùí ìçœáíþí Turing ðïõ áðïäÝœïíôáé ôéò ãëþóóåò ôçò êëÜóçò. ÓõãêåêñéìÝíá, áðáéôåSS íá Ýœïõí ãéá êÜèå åSSóïäï ôï ðïëý Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. ÁõôÞ ç êáôÜóôáóç åSSíáé äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí êáôÜóôáóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ç ìçœáíÞ Turing åðéôñÝðåôáé íá Ýœåé ïðïéïíäÞðïôå áñéèìü ìïíïðáôéþí ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, áëëÜ ôåëéêÜ ç åSSóïäïò ãSSíåôáé áðïäåêôÞ áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé áêñéâþò Ýíá ôÝôïéï ìïíïðÜôé. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç Ýœïõìå ìSSá êáè’üëá êáíïíéêÞ ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, áëëÜ äéáöïñåôéêÞ (óå óœÝóç ìå ôçí êëÜóç NP) óõíèÞêç áðïäïœÞò ôçò åéóüäïõ ìå âÜóç ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ ïäçãïýí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí L ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ þóôå íá éóœýåé L = { x : ï õðïëïãéóìüò ôçò N ìå åSSóïäï x Ýœåé áêñéâþò Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ ïäçãåSS óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò }

ïíïìÜæåôáé US [BG82]. Ãéá íá ôïíSSóïõìå ôç óœÝóç ìåôáîý ôùí êëÜóåùí NP êáé US, èá áíôéðáñáâÜëïõìå ôïõò ïñéóìïýò ôïõò ìå üñïõò ìáñôýñùí:

Ïñéóìüò 3.2.8 ÌSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç NP áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇔ |{y : |y| ≤ q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| ≥ 1

3.2. ÿÍÁ-ÐÑÏÓ-ÅÍÁ ÊÁÉ K-ÐÑÏÓ-ÅÍÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ93

Ïñéóìüò 3.2.9 ÌSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç US áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇔ |{y : |y| ≤ q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = 1

ÅSSíáé ãíùóôü üôé ç êëÜóç US Ýœåé ðëÞñç ðñïâëÞìáôá, êáé Ýíá áðü áõôÜ åSSíáé ôï ðñüâëçìá ìïíáäéêÞò éêáíïðïéçóéìüôçôáò

USAT = {ffi : õðÜñœåé áêñéâþò ìSSá áíÜèåóç ðïõ éêáíïðïéåSS ôçí ffi}.

ÁíôSSèåôá, äåí ãíùñSSæïõìå áí ç êëÜóç UP Ýœåé ðëÞñç ðñïâëÞìáôá. ÿœåé üìùò áðïäåéœôåSS üôé áí õðÜñœïõí ðëÞñåéò ãëþóóåò ãéá ôçí UP, ôüôå Ýœåé ìSSá ðëÞñç ãëþóóá ôçò ìïñöÞò L = SAT ∩ A, üðïõ A ∈ P [HH88]. ÔÝëïò, ïé êëÜóåéò UP, NP êáé US óœåôSSæïíôáé ùò åîÞò:

UP ⊆ NP ∩ US ⊆ NP ⊆ coUS

3.2.2 ÁìöéìïíïóÞìáíôåò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò

Èåþñçìá 3.2.10 [Ber77, Ko85, GS88] ÕðÜñœïõí Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò áí êáé ìüíï áí P ≠ UP.

Áðüäåéîç

ÿóôù üôé P ≠ UP êáé Ýóôù A ìSSá ãëþóóá ðïõ áíÞêåé óôçí êëÜóç UP áëëÜ üœé óôçí P. ÕðÜñœåé ëïéðüí ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïõ ëåéôïõñãåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ãéá êÜèå åSSóïäï ï õðïëïãéóìüò ôçò ðáñÜãåé ôï ðïëý Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, êáé éóœýåé A = L(N).

Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç f:

f(⟨x; y⟩) = { 0y , áí ⟨x; y⟩ ∈ comp(N) 1⟨x; y⟩ , áëëéþò

üðïõ ôï óýíïëï comp(N) ïñSSæåôáé ìå ôïí SSäéï ôñüðï ðïõ ïñSSóôçêå êáé óôï èåþñçìá 3.1.4. Ç f Ýœåé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

Áëãüñéèìïò 14 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ìSSá ãëþóóá A ∈ UP\P, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2.10 ÅSSóïäïò: y 1: z ← g(0y) 2: åñìÞíåõóå ôçí z ùò êùäéêïðïSSçóç åíüò æåýãïõò ⟨x; w⟩ 3: if ⟨x; w⟩ ∈ comp(N) then 4: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 5: else 6: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 7: end if

• ÅSSíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, ãéáôSS ç f áðåéêïíSSæåé êÜèå ìïíïðÜôé ôïõ õðïëïãéóìïý ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò, óå äéáöïñåôéêÞ óõìâïëïáêïëïõèSSá. Áí 0y ∈ range(f), ôüôå õðÜñœåé x þóôå ⟨x; y⟩ ∈ comp(N). Ç ìçœáíÞ Turing N åSSíáé ìïíïóÞìáíôç, Üñá ôï x áõôü åSSíáé ìïíáäéêü, êáé ç ìïíáäéêÞ ðñï-åéêüíá ôïõ 0y åSSíáé ç ⟨x; y⟩. Áí 1z ∈ range(f), ç ìïíáäéêÞ ðñï-åéêüíá ôïõ 1z åSSíáé ôï SSäéï ôï z.

• ÅSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, áöïý comp(N) ∈ P.

• ÅSSíáé ôSSìéá: áí y áíÞêåé óôï óýíïëï ôéìþí ôçò, ôüôå õðÜñœåé ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá ⟨x; y⟩ ∈ comp(N) þóôå f(⟨x; y⟩) = y, êáé ìÜëéóôá ôï ìÞêïò ôçò ⟨x; y⟩ åSSíáé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |y|.

Ãéá íá äåSSîïõìå ôï æçôïýìåíï, áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé ç f äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Ðñïò Üôïðï, Ýóôù üôé g ∈ FP åSSíáé ç áíôSSóôñïöÞ ôçò. Ôüôå ï áëãüñéèìïò 14 áðïöáóSSæåé ôçí A óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï. ÅðåéäÞ Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé A =∈ P, ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé ç f åSSíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Ãéá ôçí áíôSSóôñïöç êáôåýèõíóç, áò åSSíáé ç f ìSSá Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò, êáé ðñïò Üôïðï Ýóôù üôé P = UP. Èåùñïýìå ôï óýíïëï prefix-inv(f) ðïõ êáôáóêåõÜóôçêå óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1.4 êáé ôïí áëãüñéèìï 12 ðïõ ôï áðïöáóSSæåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ÅðåéäÞ ç f

3.2. ÿÍÁ-ÐÑÏÓ-ÅÍÁ ÊÁÉ K-ÐÑÏÓ-ÅÍÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ95

åSSíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, ãéá êÜèå y ∈ range(f) õðÜñœåé áêñéâþò Ýíá z ôÝôïéï þóôå f(z) = y. ćñá ôï äÝíôñï õðïëïãéóìïý ôïõ áëãïñSSèìïõ 12 èá Ýœåé ôï ðïëý Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, ãåãïíüò ðïõ óçìáSSíåé üôé prefix-inv(f) ∈ UP, Üñá prefix-inv(f) ∈ P. ÅðïìÝíùò ï áëãüñéèìïò 13 ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéçèåSS ãéá ôçí áíôéóôñïöÞ ôçò f, ðïõ åSSíáé Üôïðï ãéáôSS Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ç f åSSíáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò. Óõíåðþò P ≠ UP. ■ 3.2.3 ÓõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò öñáãìÝíçò áìöéóçìSSáò

Ç ïìïéüôçôá ìåôáîý ôùí áðïäåSSîåùí ôùí èåùñçìÜôùí 3.1.4 êáé 3.2.10 åSSíáé ðïëý åìöáíÞò. Êáé óôéò äýï áðïäåSSîåéò åöáñìüæåôáé ç ôåœíéêÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò, ãéá ôçí ïðïSSá èá Ýœïõìå íá ðïýìå ðåñéóóüôåñá áöïý äïýìå ôçí åöáñìïãÞ ôçò óôï âáóéêü áðïôÝëåóìá ôçò åíüôçôáò ðïõ áóœïëåSSôáé ìå óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò äýï ïñéóìÜôùí. Áðïäåéêíýåôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï êáé ôï áêüëïõèï èåþñçìá, ðïõ œáñáêôçñSSæåé ãéá êÜèå k ≥ 1 ôçí ýðáñîç k-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò:

Èåþñçìá 3.2.11 [HZ93] Ãéá êÜèå k ≥ 1, õðÜñœïõí k-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò áí êáé ìüíï áí P ≠ UP_k.

ÅSSäáìå üôé ç ýðáñîç Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò œáñáêôçñSSæåôáé ðëÞñùò áðü ôç óõíèÞêç P ≠ UP. ÁíôSSóôïéœá, ç ýðáñîç óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò œùñSSò ðåñéïñéóìü áìöéóçìSSáò œáñáêôçñSSæåôáé ðëÞñùò áðü ôç óõíèÞêç P ≠ NP. ÅSSíáé ãíùóôü üôé P ≠ UP ⇒ P ≠ NP, üìùò äåí åSSíáé ãíùóôü áí éóœýåé ç áíôSSóôñïöç óõíåðáãùãÞ. ÅðïìÝíùò äåí áðïêëåSSåôáé ç ðåñSSðôùóç íá õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò, áëëÜ íá ìçí õðÜñœïõí Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò. ÁíôSSèåôá, üðùò èá äïýìå áìÝóùò, ç ýðáñîç k-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò, ãéá êÜðïéï óôáèåñü k, óõíåðÜãåôáé ôçí ýðáñîç Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Èåþñçìá 3.2.12 [Wat88] ÕðÜñœïõí áìöéìïíïóÞìáíôåò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò áí êáé ìüíï áí õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò öñáãìÝíçò áìöéóçìSSáò.

Áðüäåéîç

ÊÜèå Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç åSSíáé óõíÜñôçóç öñáãìÝíçò áìöéóçìSSáò, Üñá ç åõèåSSá êáôåýèõíóç ôçò éóïäõíáìSSáò éóœýåé.

Ãéá ôçí áíôSSóôñïöç êáôåýèõíóç, èá áðïäåSSîïõìå üôé ãéá êÜèå k ≥ 1 éóœýåé ç óõíåðáãùãÞ:

P = UP ⇒ P = UP_k

ÿôóé, áí õðÜñœåé Ýíá k þóôå íá õðÜñœåé k-ðñïò-Ýíá óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò, ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2.11 Ýðåôáé P ≠ UP_k, Üñá P ≠ UP, Üñá áðü ôï èåþñçìá 3.2.10 èá õðÜñœïõí Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Ç áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò (∀k ≥ 1)[P = UP ⇒ P = UP_k] èá ãSSíåé ìå åðáãùãÞ óôï k. Ç ðñüôáóç éóœýåé ðñïöáíþò ãéá k = 1, áöïý åî ïñéóìïý UP ≡ UP_1. ÿóôù üôé ãéá êÜðïéï k ≥ 1 éóœýåé P = UP ⇒ P = UP_k. Èá äåSSîïõìå üôé éóœýåé êáé ç óõíåðáãùãÞ P = UP ⇒ P = UP_{k+1}.

Ðñïò ôïýôï, Ýóôù üôé P = UP êáé áò åSSíáé L ìSSá áõèáSSñåôç ãëþóóá ôçò êëÜóçò UP_{k+1}. ÕðÜñœåé ëïéðüí ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïõ ëåéôïõñãåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé áðïäÝœåôáé ôçí L, åíþ ãéá êÜèå åSSóïäï Ýœåé ôï ðïëý k + 1 ìïíïðÜôéá ðïõ ïäçãïýí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Áò èåùñÞóïõìå ôá åîÞò óýíïëá: B = { x : ôï äÝíôñï õðïëïãéóìïý ôçò N ìå åSSóïäï x Ýœåé áêñéâþò k + 1 ìïíïðÜôéá ðïõ ïäçãïýí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò }

D = {x : x =∈ B ∧ x ∈ L(N)}

Ôï óýíïëï B áíÞêåé óôçí êëÜóç UP. Ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N_B ðïõ ôï áðïäÝœåôáé, óå åSSóïäï x åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá äéáôåôáãìÝíç (k + 1)-Üäá óõìâïëïóåéñþí ðïõ êùäéêïðïéïýí õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ôçò N ìå åSSóïäï x, êáé áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí üëá êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. ÅðåéäÞ ç N ðïôÝ äåí Ýœåé ðåñéóóüôåñá áðü k + 1 ìïíïðÜôéá

3.3. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ ÌÅ ÄÕÏ ÏÑÉÓÌÁÔÁ97

ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, ðñïêýðôåé üôé ôï ðïëý ìSSá åðéëåãìÝíç (k + 1)-Üäá èá ïäçãÞóåé ôçí N_B óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Ìå âÜóç ôçí õðüèåóç ðïõ Ýœïõìå êÜíåé, üôé P = UP, Ýœïõìå üôé B ∈ P.

Åöüóïí B ∈ P, ôï óýíïëï D áíÞêåé óôçí êëÜóç UP_k. ÐñáãìáôéêÜ, ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N_D ðïõ ôï áðïäÝœåôáé, óå åSSóïäï x áñœéêÜ åëÝãœåé óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï áí x ∈ B, êáé áí éóœýåé áðïññSSðôåé ôï x. Áí x =∈ B, ôüôå åîïìïéþíåé áð’åõèåSSáò ôçí N ìå åSSóïäï x. Ç åîïìïSSùóç áõôÞ èá äþóåé ôï ðïëý k ìïíïðÜôéá ðïõ ïäçãïýí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, äéüôé áí Ýäéíå k+1 ôï x èá Üíçêå óôï óýíïëï B. Åöüóïí D ∈ UP_k, áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ôçí õðüèåóç üôé P = UP Ýðåôáé D ∈ P.

ÅSSíáé ãíùóôü üôé ç êëÜóç P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôçò Ýíùóçò óõíüëùí, Üñá B ∪ D ∈ P. ĳìùò B ∪ D = L. ćñá L ∈ P, êáé åðåéäÞ ç L Þôáí ìSSá áõèáSSñåôá åðéëåãìÝíç ãëþóóá ôçò êëÜóçò UP_{k+1}, ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï P = UP_{k+1}. ■ 3.3 ÓõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá

Óôç ìåëÝôç êñõðôïãñáöéêþí ðñùôïêüëëùí åìöáíSSæïíôáé ìå ðïëý öõóéêü ôñüðï óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá. Ïé Rabi, Rivest êáé Sherman áíÝðôõîáí ôÝôïéá ðñùôüêïëëá [She86, RS93, RS97] ðïõ œñçóéìïðïéïýí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá, ïé ïðïSSåò åSSíáé åðéðëÝïí ïëéêÝò, áíôéìåôáèåôéêÝò, ðñïóåôáéñéóôéêÝò êáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìåò. Ôï åñþôçìá ðïõ ôSSèåôáé Üìåóá åSSíáé êáôÜ ðüóï õðÜñœïõí ôÝôïéåò óõíáñôÞóåéò. Ïé Rabi, Sherman Ýäåéîáí üôé õðÜñœïõí (áóèåíþò) áíôéìåôáèåôéêÝò êáé ðñïóåôáéñéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá áí êáé ìüíï áí P ≠ NP [RS93, RS97]. ĳìùò ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò äåí åSSíáé ïëéêÝò êáé äåí åSSíáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìåò, åíþ ç Ýííïéá ôçò áóèåíïýò ðñïóåôáéñéóôéêüôçôáò ðïõ œñçóéìïðïéïýí äçìéïõñãåSS ðñïâëÞìáôá üôáí åöáñìüæåôáé óå ìç ïëéêÝò óõíáñôÞóåéò [HR99].

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá áðïôÝëåóìá ôùí Hemaspaandra êáé Rothe, ðïõ œáñáêôçñSSæåé ðëÞñùò ôçí ýðáñîç ïëéêþí, áíôéìåôáèåôéêþí, ðñïóåôáéñéóôéêþí êáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá. ÓõãêåêñéìÝíá, èá äïýìå üôé ç ýðáñîç ôÝôïéùí óõíáñôÞóåùí åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ýðáñîç óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò, ç ïðïSSá üðùò Ýœïõìå äåé (èåþñçìá 3.1.4) éóïäõíáìåSS ìå P ≠ NP. ÅðïìÝíùò, õðïèÝôïíôáò üôé éóœýåé ç åõñÝùò áðïäåêôÞ åéêáóSSá P ≠ NP, üíôùò õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìå ôéò éäéüôçôåò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôá ðñùôüêïëëá ôùí Rabi, Rivest êáé Sherman. Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôïý ôïõ áðïôåëÝóìáôïò œñçóéìïðïéåSSôáé êáé ðÜëé ç ôåœíéêÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò. ÁñœéêÜ, áò åðåêôåSSíïõìå ôçí Ýííïéá ôùí óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò óå óõíáñôÞóåéò ìå äýï ïñSSóìáôá.

Ïñéóìüò 3.3.1 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Σ^? × Σ^? → Σ^? ìå äýï ïñSSóìáôá ëÝãåôáé ôSSìéá áí õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå y ∈ range(f) íá õðÜñœåé Ýíá æåýãïò (x; x^′) ìå |x| + |x^′| ≤ q(|y|) ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé f(x; x^′) = y.

Ïñéóìüò 3.3.2 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Σ^? × Σ^? → Σ^? ìå äýï ïñSSóìáôá ëÝãåôáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï áí õðÜñœåé óõíÜñôçóç g ∈ FP þóôå ãéá êÜèå y ∈ range(f) íá éóœýïõí üëá ôá ðáñáêÜôù:

• y ∈ domain(g),

• (first(g(y)); second(g(y))) ∈ domain(f) êáé

• f(first(g(y)); second(g(y))) = y,

üðïõ ïé ðñïâïëÝò first(z) êáé second(z) åðéóôñÝöïõí ôï ðñþôï êáé ôï äåýôåñï, áíôSSóôïéœá, óôïéœåSSï ôïõ ìïíáäéêïý äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò (x; y) ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé ⟨x; y⟩ = z.

Ïñéóìüò 3.3.3 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Σ^? × Σ^? → Σ^? ìå äýï ïñSSóìáôá ïíïìÜæåôáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò áí éóœýïõí üëá ôá ðáñáêÜôù:

3.3. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ ÌÅ ÄÕÏ ÏÑÉÓÌÁÔÁ99

1. ç f åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï,

2. ç f äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé

3. ç f åSSíáé ôSSìéá.

ĳðùò öáSSíåôáé, ïé ïñéóìïSS áõôïSS åðåêôåSSíïõí ìå ôïí áíáìåíüìåíï ôñüðï ôïõò áíôSSóôïéœïõò ïñéóìïýò ðïõ äþóáìå ãéá óõíáñôÞóåéò ìå Ýíá üñéóìá. Ç Ýííïéá ôçò éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìçò óõíÜñôçóçò áíáöÝñåôáé ìüíï óôéò óõíáñôÞóåéò ìå äýï ïñSSóìáôá. ÄéáéóèçôéêÜ, ôï ãåãïíüò üôé ìSSá óõíÜñôçóç åSSíáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç åîáóöáëSSæåé üôé áí åSSíáé ãíùóôÞ ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò êáé ç ôéìÞ åíüò åê ôùí äýï ïñéóìÜôùí ôçò, ôüôå ç ôéìÞ ôïõ äåýôåñïõ ïñSSóìáôïò äåí åSSíáé äõíáôüí íá õðïëïãéóôåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Ïñéóìüò 3.3.4 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Σ^? × Σ^? → Σ^? ìå äýï ïñSSóìáôá ïíïìÜæåôáé s-ôSSìéá áí éóœýïõí ïé åîÞò óõíèÞêåò:

1. ÕðÜñœåé ðïëõþíõìï q ôÝôïéï þóôå, ãéá êÜèå a, y ãéá ôá ïðïSSá éóœýåé f(a; b) = y ãéá êÜðïéï b, íá õðÜñœåé Ýíá b^′ ìå ìÞêïò ôï ðïëý q(|y|+|a|) ôï ïðïSSï íá éêáíïðïéåSS ôç óœÝóç f(a; b^′) = y.

2. ÕðÜñœåé ðïëõþíõìï q ôÝôïéï þóôå, ãéá êÜèå b, y ãéá ôá ïðïSSá éóœýåé f(a; b) = y ãéá êÜðïéï a, íá õðÜñœåé Ýíá a^′ ìå ìÞêïò ôï ðïëý q(|y|+|b|) ôï ïðïSSï íá éêáíïðïéåSS ôç óœÝóç f(a^′; b) = y.

Ïñéóìüò 3.3.5 ÌSSá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : Σ^? × Σ^? → Σ^? ìå äýï ïñSSóìáôá ïíïìÜæåôáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç, åííïåSSôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, áí åSSíáé s-ôSSìéá áëëÜ äåí éóœýåé êáìSSá áðü ôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:

1. ÕðÜñœåé óõíÜñôçóç äýï ïñéóìÜôùí g ∈ FP þóôå ãéá êÜèå y ∈ range(f) êáé ãéá êÜèå ðñï-åéêüíá (x_1; x_2) ôïõ y íá éóœýïõí (y; x_1) ∈ domain(g) êáé f(x_1; g(y; x_1)) = y.

2. ÕðÜñœåé óõíÜñôçóç äýï ïñéóìÜôùí g ∈ FP þóôå ãéá êÜèå y ∈ range(f) êáé ãéá êÜèå ðñï-åéêüíá (x_1; x_2) ôïõ y íá éóœýïõí (y; x_2) ∈ domain(g) êáé f(g(y; x_2); x_2) = y.

Ïé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìåò óõíáñôÞóåéò áðáéôåSSôáé íá åSSíáé s-ôSSìéåò ãéá íá åîáóöáëéóôåSS üôé ç äõóêïëSSá åýñåóçò ôçò ôéìÞò åíüò ïñSSóìáôïò, äåäïìÝíùí ôùí ôéìþí ôïõ Üëëïõ ïñSSóìáôïò êáé ôçò åîüäïõ ôçò óõíÜñôçóçò, äåí ïöåSSëåôáé óå ôåôñéìÝíïõò ëüãïõò ðïõ Ýœïõí óœÝóç ìå ôçí ðáñáãùãÞ ôéìþí åîüäïõ ðïëý ìéêñïý ìÞêïõò óå óœÝóç ìå ôá ïñSSóìáôá, áëëÜ áíôSSèåôá ïöåSSëåôáé óôçí ðñáãìáôéêÞ õðïëïãéóôéêÞ äõóêïëSSá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò áíôéóôñïöÞò. Óçìåéþíïõìå åäþ üôé ìSSá óõíÜñôçóç üðùò ç

f(a; b) = { 1^{⌈log log log max{|a|;4}⌉} , áí |a| = |b| áðñïóäéüñéóôç , áëëéþò

ðïõ óõññéêíþíåé ôáõôüœñïíá êáé ôá äýï ôçò ïñSSóìáôá óå ìSSá ôéìÞ åîüäïõ ìå ëïãáñéèìéêÜ ìéêñüôåñï ìÞêïò åSSíáé s-ôSSìéá (ôï ðïëõþíõìï q(n) = n éêáíïðïéåSS êáé ôéò äýï óõíèÞêåò ôïõ ïñéóìïý 3.3.4), ðáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ðñïöáíþò äåí åSSíáé ôSSìéá. ÔÝëïò, ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá êáé ç ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ïñSSæïíôáé ìå ôï ãíùóôü ôñüðï:

Ïñéóìüò 3.3.6 ÌSSá ïëéêÞ óõíÜñôçóç f : Σ^? × Σ^? → Σ^? ìå äýï ïñSSóìáôá ëÝãåôáé áíôéìåôáèåôéêÞ áí ãéá êÜèå x; y ∈ Σ^? éóœýåé:

f(x; y) = f(y; x)

Ïñéóìüò 3.3.7 ÌSSá ïëéêÞ óõíÜñôçóç f : Σ^? × Σ^? → Σ^? ìå äýï ïñSSóìáôá ëÝãåôáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ áí ãéá êÜèå x; y; z ∈ Σ^? éóœýåé:

f(f(x; y); z) = f(x; f(y; z))

Ðñéí ðåñÜóïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ôùí Hemaspaandra êáé Rothe, èá äåSSîïõìå üôé õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá áí êáé ìüíï áí õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå Ýíá üñéóìá. Óôç óõíÝœåéá, œñçóéìïðïéþíôáò áõôü ôï åíäéÜìåóï áðïôÝëåóìá, èá êáôáóêåõÜóïõìå ìSSá ïëéêÞ, áíôéìåôáèåôéêÞ, ðñïóåôáéñéóôéêÞ, éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá.

Èåþñçìá 3.3.8 Ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò åSSíáé éóïäýíáìåò:

3.3. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ ÌÅ ÄÕÏ ÏÑÉÓÌÁÔÁ101

1. ÕðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò (ìå Ýíá üñéóìá).

2. ÕðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá.

3. P ≠ NP.

Áðüäåéîç

Ç éóïäõíáìSSá (1) ⇔ (3) éóœýåé ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 3.1.4. Ãéá ôç óõíåðáãùãÞ (2) ⇒ (1), Ýóôù ⟨·; ·⟩ ìSSá ëïãéêÞ óõíÜñôçóç óýæåõîçò, ç ïðïSSá Ýœåé ôçí åðéðëÝïí éäéüôçôá üôé áí óôáèåñïðïéçèåSS ôï Ýíá üñéóìÜ ôçò ôüôå åSSíáé áýîïõóá ùò ðñïò ôï Üëëï üñéóìÜ ôçò (ùò ðñïò ôç óœÝóç ëåîéêïãñáöéêÞò äéÜôáîçò ≺). Áò åSSíáé f : Σ^? × Σ^? → Σ^? ìSSá óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá, êáé áò èåùñÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç g : Σ^? → Σ^? ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò:

g(z) = f(first(z); second(z))

Ç g õðïëïãSSæåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ÅðéðëÝïí öáSSíåôáé åýêïëá üôé åSSíáé ôSSìéá êáé äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ćñá ç g åSSíáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Ãéá ôç óõíåðáãùãÞ (1) ⇒ (2), Ýóôù üôé ç h : Σ^? → Σ^? åSSíáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò. Èåùñïýìå ôçí h^′ : Σ^? × Σ^? → Σ^? ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò:

h^′(x; y) = ⟨h(x); h(y)⟩

ÖáSSíåôáé åýêïëá üôé ç h^′ åSSíáé óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá. ÌÜëéóôá, åSSíáé åðéðëÝïí êáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç. ■ Èåþñçìá 3.3.9 [HR99] ÕðÜñœïõí ïëéêÝò, áíôéìåôáèåôéêÝò, ðñïóåôáéñéóôéêÝò, éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìåò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá áí êáé ìüíï áí õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Áðüäåéîç

Áí õðÜñœïõí ïëéêÝò, áíôéìåôáèåôéêÝò, ðñïóåôáéñéóôéêÝò, éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìåò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá ôüôå áóöáëþò õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá. ćñá ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 3.3.8 õðÜñœïõí óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Ãéá ôçí áíôSSóôñïöç êáôåýèõíóç, êáé ðÜëé ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 3.3.8, áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé áí P ≠ NP ôüôå õðÜñœïõí ïëéêÝò, áíôéìåôáèåôéêÝò, ðñïóåôáéñéóôéêÝò, éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìåò óõíáñôÞóåéò ìïíÞò êáôåýèõíóçò ìå äýï ïñSSóìáôá.

ÿóôù ëïéðüí üôé P ≠ NP, êáé áò åSSíáé ç N ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäÝœåôáé ìSSá ãëþóóá óôï NP \ P: L(N) ∈ NP\P. Ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå, œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé õðÜñœåé Ýíá ãíçóSSùò áýîïí ðïëõþíõìï p ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé (∀n)[p(n) > n] êáé ãéá êÜèå åSSóïäï x üëá ôá õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ôçò N Ýœïõí ìÞêïò áêñéâþò p(|x|). ĳðùò Ýœïõìå óõæçôÞóåé êáé óôçí åíüôçôá 2.3.1, êÜèå õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ìðïñåSS íá èåùñçèåSS ùò åí äõíÜìåé ìÜñôõñáò ãéá ôï ãåãïíüò üôé ç óõìâïëïáêïëïõèSSá åéóüäïõ áíÞêåé óôç ãëþóóá ðïõ áðïäÝœåôáé ç ìçœáíÞ Turing, êáé êÜèå ôÝôïéï ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé üíôùò óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò ãéá åSSóïäï x ëÝãåôáé ìÜñôõñáò ãéá ôï x ∈ L(N). Áí W (x) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìáñôýñùí ãéá ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá åéóüäïõ x ôüôå éóœýåé ç éóïäõíáìSSá x ∈ L(N) ⇔ W (x) ≠ ∅.

ÏñSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç äýï ïñéóìÜôùí f, ìå ôýðï

f(u; v) =

⟨x; min{w_1; w_2}⟩ áí u = ⟨x; w_1⟩, v = ⟨x; w_2⟩ êáé w_1; w_2 ∈ W (x) ⟨x; x⟩ áí {u; v} = {⟨x; x⟩; ⟨x; w⟩}, üðïõ w ∈ W (x) ⟨t; t1⟩ áëëéþò üðïõ t åSSíáé ìSSá óôáèåñÞ óõìâïëïáêïëïõèSSá ðïõ äåí áíÞêåé óôçí L(N)^2 êáé t1 óõìâïëSSæåé ôçí ðáñÜèåóç ôçò óõìâïëïáêïëïõèSSáò t êáé ôçò óõìâïëïáêïëïõèSSáò 1. Ç f åSSíáé êáëþò ïñéóìÝíç, ãéáôSS Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ãéá êÜèå x êáé ãéá êÜèå w ∈ W (x) éóœýåé |w| > |x|, Üñá ç ðåñSSðôùóç x ∈ W (x) äåí õöSSóôáôáé. ÄéáéóèçôéêÜ, ç f ðåñéìÝíåé ôá äýï ïñSSóìáôÜ ôçò íá åSSíáé óõæåýîåéò ôçò SSäéáò óõìâïëïáêïëïõèSSáò x, åSSôå ìå ôïí åáõôü ôçò åSSôå ìå êÜðïéïí ìÜñôõñÜ ôçò. Áí äåí éóœýåé êÜôé ôÝôïéï, ç f äSSíåé ùò Ýîïäï ìSSá óõãêåêñéìÝíç óõìâïëïáêïëïõèSSá ðïõ óçìáôïäïôåSS ôï \ëÜèïò". Áí ç åSSóïäïò Ýœåé ôçí

2ÕðÜñœåé ôÝôïéá óõìâïëïáêïëïõèSSá, åéäÜëëùò èá SSóœõå L(N) = Σ^? ∈ P.

3.3. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ ÌÅ ÄÕÏ ÏÑÉÓÌÁÔÁ103

áíáìåíüìåíç ìïñöÞ, ôüôå ç f ìåéþíåé êáôÜ Ýíá ôïí áñéèìü ôùí åìöáíSSóåùí ìáñôýñùí. ÓõãêåêñéìÝíá, áí êáé ôá äýï ïñSSóìáôá åSSíáé æåýãç ôçò x êáé êÜðïéïõ ìÜñôõñá, åðéóôñÝöåé ôï Ýíá áðü áõôÜ êáé ìÜëéóôá áõôü ðïõ ðåñéÝœåé ôïí ìéêñüôåñï ëåîéêïãñáöéêÜ ìÜñôõñá. ÁíôSSèåôá, áí ôï Ýíá üñéóìá åSSíáé óýæåõîç ôçò x ìå ôïí åáõôü ôçò êáé ôï Üëëï åSSíáé óýæåõîç ôçò x ìå êÜðïéïí ìÜñôõñá, ôüôå áðïññSSðôåé ôï æåýãïò ðïõ ðåñéÝœåé ôïí ìÜñôõñá êáé åðéóôñÝöåé ôçí ôéìÞ ⟨x; x⟩.

ÅðåéäÞ, üðùò Ýœïõìå Þäç äåé óôçí åíüôçôá 2.3.1, ôï óýíïëï {⟨x; w⟩ : w ∈ W (x)} áíÞêåé óôçí êëÜóç P, ç f åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ÅðSSóçò, áðü ôïí ïñéóìü ôçò åSSíáé öáíåñü üôé åSSíáé ïëéêÞ óõíÜñôçóç. Èá äåSSîïõìå óôç óõíÝœåéá üôé åSSíáé åðéðëÝïí áíôéìåôáèåôéêÞ, éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç, ìç áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ôSSìéá êáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, ïëïêëçñþíïíôáò Ýôóé ôçí áðüäåéîç.

Ç f åSSíáé áíôéìåôáèåôéêÞ:

Áí u, v åSSíáé ôÝôïéá þóôå íá éóœýåé ç óõíèÞêç ôïõ äåýôåñïõ Þ ôïõ ôñSSôïõ êëÜäïõ ôïõ ïñéóìïý ôçò f, ôüôå ðñïöáíþò f(u; v) = f(v; u). Áí éóœýåé ç óõíèÞêç ôïõ ðñþôïõ êëÜäïõ, ôüôå åðåéäÞ min{w_1; w_2} = min{w_2; w_1} êáé ðÜëé éóœýåé f(u; v) = f(v; u). ćñá ãéá êÜèå u; v ∈ Σ^? éóœýåé f(u; v) = f(v; u).

Ç f åSSíáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç:

Ïé äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò ãéá ôá æåýãç (a; y) ãéá ôá ïðïSSá õðÜñœåé b þóôå f(a; b) = y åSSíáé ïé åîÞò:

• y = ⟨x; w⟩ êáé a = ⟨x; w_1⟩, üðïõ w; w_1 ∈ W (x) êáé w ⪯ w_1. Ôüôå ãéá ôçí b = ⟨x; w⟩ éóœýåé f(a; b) = y êáé ôï ìÞêïò ôçò b åSSíáé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |y| + |a|, åöüóïí œñçóéìïðïéïýìå ëïãéêÞ óõíÜñôçóç óýæåõîçò.

• y = ⟨x; x⟩ êáé a = ⟨x; x⟩. Ôüôå õðÜñœåé êÜðïéïò ìÜñôõñáò w þóôå ãéá ôçí b = ⟨x; w⟩ íá éóœýåé f(a; b) = y. Ôï ìÞêïò ôçò b åSSíáé ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |x| + |w|, Üñá êáé ùò ðñïò |y| + |a|.

• y = ⟨x; x⟩ êáé a = ⟨x; w⟩, üðïõ w ∈ W (x). Ôüôå ãéá ôçí b = ⟨x; x⟩ éóœýåé f(a; b) = y êáé ðñïöáíþò ç b Ýœåé ìÞêïò ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |y| + |a|.

• y = ⟨t; t1⟩ êáé a = ⟨x; w⟩, üðïõ |w| = p(|x|). Ôüôå ãéá b = ⟨x^′; x^′⟩, üðïõ |x^′| = |x| êáé x^′ ≠ x, éóœýåé f(a; b) = y êáé ç b Ýœåé ìÞêïò ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |y| + |a|.

• y = ⟨t; t1⟩ êáé a = ⟨x; z⟩, üðïõ |z| ≠ p(|x|). Ôüôå ãéá b = ⟨x; z⟩ éóœýåé f(a; b) = y êáé ðñïöáíþò ç b Ýœåé ìÞêïò ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò |y| + |a|.

ÓõíäõÜæïíôáò ôá ðïëõþíõìá ðïõ öñÜóóïõí Üíù ôï ìÞêïò ôïõ äåýôåñïõ ïñSSóìáôïò ôçò f ùò ðñïò ôá ìÞêç ôïõ ðñþôïõ ïñSSóìáôïò êáé ôïõ áðïôåëÝóìáôïò, ðñïêýðôåé üôé éóœýåé ç ðñþôç óõíèÞêç ôïõ ïñéóìïý 3.3.4. Ìå ðáñüìïéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé éóœýåé êáé ç äåýôåñç óõíèÞêç ôïõ ïñéóìïý áõôïý, åðïìÝíùò ç f åSSíáé s-ôSSìéá. Ãéá íá äåSSîïõìå üôé ç f åSSíáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç áðïìÝíåé íá äåSSîïõìå üôé äåí éóœýïõí ïé äýï óõíèÞêåò ôïõ ïñéóìïý 3.3.5. Ðñïò Üôïðï, Ýóôù üôé éóœýåé ç ðñþôç áðü áõôÝò. ÄçëáäÞ õðÜñœåé ìSSá óõíÜñôçóç g ∈ FP þóôå ãéá êÜèå y ∈ range(f) êáé ãéá êÜèå ðñï-åéêüíá (x_1; x_2) ôïõ y íá éóœýåé (y; x_1) ∈ domain(g) êáé f(x_1; g(y; x_1)) = y. ÓõãêåêñéìÝíá, åóôéÜæïíôáò óôïí äåýôåñï êëÜäï ôïõ ïñéóìïý ôçò f, áí y = ⟨x; x⟩ êáé x ∈ L(N), ç ôéìÞ ôçò g(y; ⟨x; x⟩) èá åSSíáé ôçò ìïñöÞò ⟨x; w⟩, üðïõ w ∈ W (x). Œñçóéìïðïéþíôáò ôç óõíÜñôçóç g ∈ FP, ï áëãüñéèìïò 15 áðïöáóSSæåé ôï óýíïëï L(N) óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, åöüóïí ï Ýëåãœïò áí ìéá óõìâïëïáêïëïõèSSá w åSSíáé ìÜñôõñáò ìéáò óõìâïëïáêïëïõèSSáò x ìðïñåSS íá ãSSíåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï ãéáôSS Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé L(N) ∈ NP \ P. Ìå ðáñüìïéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ç äåýôåñç óõíèÞêç ôïõ ïñéóìïý 3.3.5 äåí éóœýåé. ćñá ç f åSSíáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç.

Ç f äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï:

Ôï ãåãïíüò üôé ç f åSSíáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç äåí óõíåðÜãåôáé üôé äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ÌÜëéóôá, åSSíáé ãíùóôü üôé áí P ≠ NP ôüôå õðÜñœïõí ôSSìéåò êáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìåò óõíáñôÞóåéò ðïõ åSSíáé õðïëïãéóôÝò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé ôáõôüœñïíá åSSíáé áíôéóôñÝøéìåò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï [HPR01]. ÿóôù üôé ç f åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå

3.3. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ ÌÅ ÄÕÏ ÏÑÉÓÌÁÔÁ105

Áëãüñéèìïò 15 Íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ìSSá ãëþóóá L(N) ∈ NP \ P, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç óõíÜñôçóç f ôïõ èåùñÞìáôïò 3.3.9 äåí åSSíáé éóœõñÜ ìç áíôéóôñÝøéìç ÅSSóïäïò: x 1: z ← g(⟨x; x⟩; ⟨x; x⟩) 2: åñìÞíåõóå ôçí z ùò êùäéêïðïSSçóç åíüò æåýãïõò ⟨u; w⟩ 3: if u = x êáé w ∈ W (x) then 4: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 5: else 6: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 7: end if

ðïëõùíõìéêü œñüíï, äçëáäÞ õðÜñœåé g ∈ FP þóôå ãéá êÜèå y ∈ range(f) íá éóœýïõí: y ∈ domain(g), (first(g(y)); second(g(y))) ∈ domain(f) êáé f(first(g(y)); second(g(y))) = y. Áí x ∈ L(N), ôüôå ⟨x; x⟩ ∈ range(f), Üñá éóœýåé f(first(g(⟨x; x⟩)); second(g(⟨x; x⟩))) = ⟨x; x⟩. Áðü ôïí ïñéóìü ôçò f ðñïêýðôåé ôüôå üôé åSSôå ôï first(g(⟨x; x⟩)), åSSôå ôï second(g(⟨x; x⟩)) èá åSSíáé Ýíá æåýãïò ôçò ìïñöÞò ⟨x; w⟩, üðïõ w ∈ W (x). ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá áðïöáóSSóïõìå ôç ãëþóóá L(N) óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï, œñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí áëãüñéèìï ðáñüìïéï ìå ôïí áëãüñéèìï 15. ÊáôáëÞãïõìå óå Üôïðï, Üñá ç f äåí åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Ç f åSSíáé ôSSìéá:

Ïé ðåñéðôþóåéò ôùí äýï ðñþôùí êëÜäùí ôçò f êáëýðôïíôáé áðü ôçí áíÜëõóç ðåñéðôþóåùí ðïõ Ýãéíå ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò s-ôéìéüôçôáò ôçò f. Ãéá ôïí ôñSSôï êëÜäï, áñêåSS íá åðéëÝîïõìå ôï ðïëõþíõìï q ôïõ ïñéóìïý 3.3.1 þóôå ôáõôüœñïíá íá êáëýðôåé ôéò äýï ðñþôåò ðåñéðôþóåéò, áëëÜ êáé íá éóœýåé |z_1| + |z_2| ≤ q(|⟨t; t1⟩|), üðïõ z_1, z_2 åSSíáé ïé óõìâïëïáêïëïõèSSåò ìå ôï ìéêñüôåñï Üèñïéóìá ìçêþí ãéá ôéò ïðïSSåò éóœýåé f(z_1; z_2) = ⟨t; t1⟩.

Ç f åSSíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ:

Èá äåSSîïõìå üôé ãéá êÜèå z; z^′; z^{′′} ∈ Σ^? éóœýåé:

f(z; f(z^′; z^{′′})) = f(f(z; z^′); z^{′′})

Ùò óõíôüìåõóç, èá ëÝìå üôé ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá a åSSíáé íüìéìç áí åSSíáé ôçò ìïñöÞò a = ⟨x; w⟩, üðïõ w ∈ W (x). Áðü ôïí ïñéóìü ôçò f ðñïêýðôåé üôé áí äýï Þ ðáñáðÜíù áðü ôéò z, z^′, z^{′′} äåí åSSíáé íüìéìåò ôüôå éóœýåé f(z; f(z^′; z^{′′})) = f(f(z; z^′); z^{′′}) = ⟨t; t1⟩. ÅðSSóçò, áí ïé z, z^′, z^{′′}, ùò óõæåýîåéò, äåí Ýœïõí üëåò ôï SSäéï ðñþôï óôïéœåSSï ôüôå êáé ðÜëé f(z; f(z^′; z^{′′})) = f(f(z; z^′); z^{′′}) = ⟨t; t1⟩. Ç óœÝóç áõôÞ åîáêïëïõèåSS íá éóœýåé êáé óôçí ðåñSSðôùóç first(z) = first(z^′) = first(z^{′′}) üðïõ áêñéâþò ìSSá áðü ôéò z, z^′, z^{′′} äåí åSSíáé íüìéìç, åêôüò áí áõôÞ ðïõ äåí åSSíáé íüìéìç åSSíáé ç ⟨first(z); first(z)⟩. ÁðïìÝíïõí ïé åîÞò äýï ðåñéðôþóåéò:

• Áêñéâþò ìSSá áðü ôéò z, z^′, z^{′′} äåí åSSíáé íüìéìç, first(z) = first(z^′) = first(z^{′′}) êáé áõôÞ ðïõ äåí åSSíáé íüìéìç Ýœåé ôç ìïñöÞ ⟨first(z); first(z)⟩. ÿóôù üôé z = ⟨x; x⟩, z^′ = ⟨x; w^′⟩, z^{′′} = ⟨x; w^{′′}⟩. Åê ôïõ ïñéóìïý ôçò f ðñïêýðôïõí:

f(z; f(z^′; z^{′′})) = f(z; ⟨x; min{w^′; w^{′′}}⟩) = ⟨x; x⟩

f(f(z; z^′); z^{′′}) = f(⟨x; x⟩; z^{′′}) = ⟨x; x⟩ ćñá f(z; f(z^′; z^{′′})) = f(f(z; z^′); z^{′′}).

• Ïé z, z^′, z^{′′} åSSíáé üëåò íüìéìåò êáé Ýœïõí üëåò ôï SSäéï ðñþôï óôïéœåSSï.

ÿóôù z = ⟨x; w⟩, z^′ = ⟨x; w^′⟩, z^{′′} = ⟨x; w^{′′}⟩. Åê ôïõ ïñéóìïý ôçò f ðñïêýðôïõí:

f(z; f(z^′; z^{′′})) = f(z; ⟨x; min{w^′; w^{′′}}⟩) = ⟨x; min{w; w^′; w^{′′}}⟩

f(f(z; z^′); z^{′′}) = f(⟨x; min{w; w^′}⟩; z^{′′}) = ⟨x; min{w; w^′; w^{′′}}⟩ ■ Ôá èåùñÞìáôá 3.1.4, 3.2.10 êáé 3.3.9 êéíïýíôáé óå Ýíáí êïéíü Üîïíá. Ç äéáôýðùóç ôïõ êáèåíüò éóœõñSSæåôáé ôçí éóïäõíáìSSá ìåôáîý ôçò áíéóüôçôáò ìSSáò êëÜóçò ðïëõðëïêüôçôáò ìå ôçí êëÜóç P êáé ôçò ýðáñîçò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ôýðïõ óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò. ÿœïõìå Þäç áíáöÝñåé üôé ãéá ôéò áðïäåSSîåéò ôùí ôñéþí áõôþí èåùñçìÜôùí œñçóéìïðïéåSSôáé ç êïéíÞ ôåœíéêÞ ôùí \óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò", ôçí ïðïSSá èá ïñéïèåôÞóïõìå ëSSãï áêñéâÝóôåñá.

3.3. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÌÏÍÇÓ ÊÁÔÅÕÈÕÍÓÇÓ ÌÅ ÄÕÏ ÏÑÉÓÌÁÔÁ107

ÃåíéêÜ, ç ôåœíéêÞ âáóSSæåôáé óôï üôé ç õðïôéèÝìåíç äõíáôüôçôá ðïëõùíõìéêÞò áíôéóôñïöÞò óõíáñôÞóåùí ìïíÞò êáôåýèõíóçò ðáñÝœåé Ýíáí áðïäïôéêü ôñüðï õðïëïãéóìïý ìáñôýñùí ãéá ôçí áðïäïœÞ óõìâïëïáêïëïõèéþí áðü ìçœáíÝò Turing óõãêåêñéìÝíïõ ôýðïõ. Ïé áðïäåSSîåéò ôùí áðïôåëåóìÜôùí áêïëïõèïýí ôïí åîÞò óêåëåôü:

• ÕðïèÝôïõìå üôé éóœýåé Ýíáò ãíÞóéïò åãêëåéóìüò ôçò ìïñöÞò P ⊂ C, üðïõ ç C ïñSSæåôáé ìå ðåñéïñéóìü œñüíïõ. Èåùñïýìå ìSSá ãëþóóá A ∈ C \ P.

• ÏñSSæïõìå ìSSá óõíÜñôçóç f ðïõ íá åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ôSSìéá êáé íá Ýœåé üðïéåò Üëëåò éäéüôçôåò œñåéáæüìáóôå. Ï ïñéóìüò ôçò f ãSSíåôáé Ýôóé þóôå íá áðåéêïíSSæåé, óå ãåíéêÝò ãñáììÝò, ìÜñôõñåò w ãéá ôï x ∈ A óôçí SSäéá ôç óõìâïëïáêïëïõèSSá x.

• Ðñïò Üôïðï, õðïèÝôïõìå üôé ç f åSSíáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Ç áíôSSóôñïöÞ ôçò, g, ìå åSSóïäï x ∈ A õðïëïãSSæåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï Ýíá ìÜñôõñá ãéá ôï x. ÿôóé, åëÝãœïíôáò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï áí ç ôéìÞ ðïõ åðéóôñÝöåé ç g åSSíáé üíôùò ìÜñôõñáò ãéá ôçí åSSóïäï, êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ðïõ áðïöáóSSæåé ôï A.

• ÊáôáëÞãïõìå óå Üôïðï, Üñá ç f ðñïêýðôåé ìç áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Åöüóïí Ýœïõìå Þäç áðïäåSSîåé üôé ç f åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé ôSSìéá, ç f åSSíáé ôåëéêÜ óõíÜñôçóç ìïíÞò êáôåýèõíóçò.

Ïé áðïäåSSîåéò ôùí èåùñçìÜôùí 3.1.4 êáé 3.2.10 áêïëïõèïýí êáôÜ ãñÜììá ôï óêåëåôü áõôü. ËáìâÜíåôáé ìÝñéìíá þóôå ç óõíÜñôçóç f ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2.10 íá åSSíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, ôï ïðïSSï åðéôõãœÜíåôáé ìå Ýíáí ðïëý áðëü œåéñéóìü. Óôï èåþñçìá 3.3.9 ç êáôÜóôáóç åSSíáé ëSSãï ðéï ðïëýðëïêç, ëüãù ôùí åðéðëÝïí éäéïôÞôùí ðïõ ðñÝðåé íá Ýœåé ç óõíÜñôçóç f. ĳìùò ï ðáñáðÜíù óêåëåôüò áíáãíùñSSæåôáé êáé åäþ åýêïëá, ìå ôç äéáöïñÜ üôé œñåéÜæåôáé íá äþóïõìå äýï áðïäåSSîåéò ìç áíôéóôñåøéìüôçôáò: ôçí ðñþôç ãéá ôçí éóœõñÞ ìç áíôéóôñåøéìüôçôá êáé ôç äåýôåñç ãéá ôç ìç ðïëõùíõìéêÞ áíôéóôñåøéìüôçôá.

ÿíá Üëëï óçìåSSï ðïõ ìðïñåSS íá ôïíéóôåSS óôéò áðïäåSSîåéò ôùí èåùñçìÜôùí 3.1.4 êáé 3.2.10 åSSíáé ç áðüäåéîç ôçò ýðáñîçò åíüò óõíüëïõ prefix-inv(f) ∈ C \ P, äåäïìÝíçò ìSSáò óõíÜñôçóçò ìïíÞò êáôåýèõíóçò f. ÕðïèÝôïíôáò üôé prefix-inv(f) ∈ P, êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï ãéáôSS êáôáóêåõÜæïõìå ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï ðïõ áíôéóôñÝöåé ôçí f. Ç ôåœíéêÞ ðïõ œñçóéìïðïéåSSôáé ãéá ôï óêïðü áõôü ïíïìÜæåôáé \áíáæÞôçóç ðñïèÝìáôïò" êáé ðåñéãñÜöåôáé êáèáñÜ áðü ôïí áëãüñéèìï 13. Áðü ôï Üôïðï óôï ïðïSSï êáôáëÞãïõìå ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé P ≠ C.

ÊåöÜëáéï 4

ÔïõñíïõÜ êáé çìéáðïäïôéêïSS õðïëïãéóìïSS

Ãéá ëüãïõò ðïõ Ýœïõìå ðåñéãñÜøåé Þäç áðü ôï åéóáãùãéêü êåöÜëáéï, èåùñïýìå ùò áðïäïôéêïýò ôïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ ìðïñïýí íá ãSSíïõí óå ðïëõùíõìéêü œñüíï áðü êÜðïéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing. ÅðïìÝíùò, Ýœïõìå áðïäïôéêü áëãüñéèìï áðüöáóçò ãéá Ýíá óýíïëï áí ç œáñáêôçñéóôéêÞ ôïõ óõíÜñôçóç õðïëïãSSæåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï áóœïëïýìáóôå ìå çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôÜ óýíïëá, ôá üðïéá åíäåœïìÝíùò íá ìçí Ýœïõí áðïäåäåéãìÝíá ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ œáñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç, áëëÜ ç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ôïõò õðïëïãSSæåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ĳðùò èá äïýìå, ç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò åSSíáé ìSSá ãåíSSêåõóç ôçò œáñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò.

Áðü ôçí Üðïøç ôùí áðïäåéêôéêþí ôåœíéêþí, ôï åíäéáöÝñïí åðéêåíôñþíåôáé óôç óõóœÝôéóç ðïõ õðÜñœåé áíÜìåóá óå äýï öáéíïìåíéêÜ Üóœåôåò Ýííïéåò. Áðü ôç ìSSá ðëåõñÜ, Ýœïõìå äýï èåùñÞìáôá áðü ôç èåùñSSá ãñáöçìÜôùí ðïõ åîáóöáëSSæïõí ôçí ýðáñîç \ìéêñþí" õðïóõíüëùí ôïõ óõíüëïõ ôùí êüìâùí åíüò ãñÜöïõ ôïõñíïõÜ, ôá ïðïSSá Ýœïõí óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, åìöáíSSæåôáé ç áíáæÞôçóç ãéá Üíù öñÜãìáôá óôç ìç ïìïéüìïñöç ðïëõðëïêüôçôá ôùí çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôþí óõíüëùí. Ðñïêýðôåé üôé ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïõò ãñÜöïõò ôïõñíïõÜ åöáñìüæïíôáé Üìåóá êáé êïìøÜ ãéá

110ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

íá äþóïõí áðáíôÞóåéò óå áõôÞí ôçí áíáæÞôçóç.

Èá äïýìå áêüìç ðþò óœåôSSæïíôáé ôá çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôÜ óýíïëá ìå õðïëïãéóìïýò ìå óõìâïõëÝò, êáé èá åîåôÜóïõìå êáôÜ ðüóï åSSíáé äõíáôüí íá éóœõñïðïéÞóïõìå ôï äéåñìçíÝá óõìâïõëþí þóôå íá áðáéôåSS óõìâïõëÝò ìå ìéêñüôåñï ìÞêïò. ÔÝëïò, ìÝóù ôïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý áíÜëïãïõ ôùí çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôþí óõíüëùí èá äåSSîïõìå üôé ç äõíáôüôçôá õðïëïãéóìïý ìïíáäéêþí ëýóåùí óå NP ðñïâëÞìáôá óõíåðÜãåôáé ôçí êáôÜññåõóç ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò.

4.1 ÅéóáãùãéêÜ

4.1.1 ÕðïëïãéóìïSS ìå óõìâïõëÝò

Ôñïðïðïéïýìå ãéá ìSSá áêüìç öïñÜ ôï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï ôçò ìçœáíÞò Turing, ðñïóèÝôïíôáò ìSSá ôáéíSSá åéóüäïõ ðïõ ðñïïñSSæåôáé ìüíï ãéá áíÜãíùóç êáé ëÝãåôáé ôáéíSSá óõìâïõëþí. ÕðïèÝôïõìå üôé ìáæSS ìå êÜèå óõìâïëïáêïëïõèSSá x ðïõ ðáñÝœåôáé ùò åSSóïäïò óôçí áñœéêÞ ôáéíSSá åéóüäïõ, åìöáíSSæåôáé óôçí ôáéíSSá óõìâïõëþí ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá A(|x|), üðïõ A ìSSá óõíÜñôçóç ðïõ áðåéêïíSSæåé áêÝñáéïõò óå óõìâïëïáêïëïõèSSåò. ËÝìå üôé ç ìçœáíÞ áðïöáóSSæåé ôç ãëþóóá L, áí ãéá êÜèå x ∈ L áðïäÝœåôáé ôçí åSSóïäï (x; A(|x|) êáé ãéá êÜèå x =∈ L áðïññSSðôåé ôçí åSSóïäï (x; A(|x|). Ðáñáôçñïýìå üôé ç óõìâïõëÞ ðïõ ëáìâÜíåé ç ìçœáíÞ åSSíáé ç SSäéá ãéá üëåò ôéò óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ Ýœïõí ôï SSäéï ìÞêïò, áöïý ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò A åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ x. Áðü ôçí Üðïøç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò, ìáò åíäéáöÝñïõí äýï ðáñÜìåôñïé ôçò ëåéôïõñãSSáò ôçò ìçœáíÞò. Áöåíüò, ôï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï ðïõ èåùñïýìå üôé áêïëïõèåSS ç ìçœáíÞ Turing (ð.œ. íôåôåñìéíéóôéêü, ìç íôåôåñìéíéóôéêü, ðéèáíïôéêü) êáé ïé ðåñéïñéóìïSS œñüíïõ Þ œþñïõ ðïõ ôSSèåíôáé óôï ìïíôÝëï áõôü, êáé áöåôÝñïõ ôï ìÞêïò ðïõ Ýœåé ç óõìâïõëÞ ðïõ äÝœåôáé ç ìçœáíÞ ùò åSSóïäï.

Áêïëïõèïýí ïé ïñéóìïSS ôùí åííïéþí, ðïõ ïöåSSëïíôáé óôïõò Karp êáé Lipton [KL80].

Ïñéóìüò 4.1.1 Ãéá êÜèå óýíïëï A ⊆ Σ^? êáé êÜèå óõíÜñôçóç f : N → N, ï óõìâïëéóìüò A=f õðïäçëþíåé ôçí êëÜóç üëùí ôùí ãëùóóþí L, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé ìSSá óõíÜñôçóç h : N → Σ^? ðïõ éêáíïðïéåSS ôá åîÞò:

1. Ãéá êÜèå öõóéêü n, |h(n)| = f(n).

2. L = {x : ⟨x; h(|x|)⟩ ∈ A}.

Ç óõíÜñôçóç h ëÝãåôáé óõíÜñôçóç óõìâïõëþí êáé ôï óýíïëï A ëÝãåôáé åñìçíåõôÞò óõìâïõëþí.

Ïñéóìüò 4.1.2 Ãéá êÜèå êëÜóç C êáé êÜèå óõíÜñôçóç f : N → N, ïñSSæïõìå ôï óõìâïëéóìü C=f: C=f = ⋃ A∈C A=f

Ïñéóìüò 4.1.3 Ãéá êÜèå óýíïëï A ⊆ Σ^? êáé êÜèå êëÜóç óõíáñôÞóåùí F, ïñSSæïõìå ôï óõìâïëéóìü A=F:

A=F = ⋃ f∈F A=f

Ïñéóìüò 4.1.4 Ãéá êÜèå êëÜóç C êáé êÜèå êëÜóç óõíáñôÞóåùí F, ïñSSæïõìå ôï óõìâïëéóìü C=F: C=F = ⋃ A∈C ⋃ f∈F A=f

Ôá ìÞêç ôùí óõìâïõëþí ðïõ èá ìáò áðáóœïëÞóïõí óôç óõíÝœåéá åSSíáé ãñáììéêÜ, ôåôñáãùíéêÜ, Þ ãåíéêÜ ðïëõùíõìéêÜ. ćñá ìáò åíäéáöÝñïõí ïé áêüëïõèåò êëÜóåéò óõíáñôÞóåùí:

Ïñéóìüò 4.1.5 1. poly = ⋃ k∈N{f : f(n) = O(n^k)}.

2. linear = {f : f(n) = O(n)}.

3. quadratic = {f : f(n) = O(n^2)}.

112ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

Ðñïöáíþò linear ⊂ quadratic ⊂ poly.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç êëÜóç P=poly ðåñéëáìâÜíåé ôéò ãëþóóåò ðïõ áðïöáóSSæïíôáé áðü íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ìå ôï ðïëý ðïëõùíõìéêü ìÞêïò óõìâïõëÞò. Ç óõãêåêñéìÝíç êëÜóç öáSSíåôáé íá åSSíáé áñêåôÜ \êïíôÜ" óôçí P, ìå ôçí Ýííïéá üôé ïé ãëþóóåò ðïõ ðåñéëáìâÜíåé áðïöáóSSæïíôáé áðïäïôéêÜ ìå ìéêñü ìÞêïò óõìâïõëÞò. Ïé ïñéóìïSS üìùò äåí ðáñÝœïõí êÜðïéï Üíù öñÜãìá ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá õðïëïãéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò óõìâïõëþí.

4.1.2 ÇìéáðïäïôéêïSS õðïëïãéóìïSS

ÃíùñSSæïõìå üôé ìå êÜèå óýíïëï A ⊆ Ω, üðïõ Ω åSSíáé ôï èåùñïýìåíï óýìðáí, óõíäÝåôáé ìSSá óõíÜñôçóç ffl_A : Ω → {0; 1} ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé, ãéá êÜèå x ∈ Ω:

x ∈ A ⇔ ffl_A(x) = 1

Ç óõíÜñôçóç ffl_A åSSíáé ç œáñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ óõíüëïõ A. Ôçí êëÜóç ôùí óõíüëùí ðïõ Ýœïõí œáñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ õðïëïãSSæåôáé íôåôåñìéíéóôéêÜ óå œñüíï ðïëõùíõìéêü ùò ðñïò ôï ìÞêïò ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôçò åéóüäïõ, ôçí Ýœïõìå ïíïìÜóåé P. ĳðùò Ýœïõìå äåé, ôï åñþôçìá ôçò ýðáñîçò áðïäïôéêÜ õðïëïãéóôÞò œáñáêôçñéóôéêÞò óõíÜñôçóçò åSSíáé áêüìç áíïéœôü ãéá ðïëëÜ êáé óçìáíôéêÜ óýíïëá üðùò ôï SAT. Ãéá ôï ëüãï áõôü, áíáæçôïýìå ãåíéêåýóåéò ôïõ P ìå óêïðü íá äéåñåõíÞóïõìå êáôÜ ðüóï áõôÝò ïé ãåíéêåýóåéò åSSíáé äõíáôü íá ðåñéÝœïõí ôá óýíïëá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí.

Ï Jockusch üñéóå ôï 1968 ôçí Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò åðéëïãÞò, êáèþò ìåëåôïýóå ôçí êëÜóç ôùí çìéáíáäñïìéêþí óõíüëùí, äçëáäÞ ôùí óõíüëùí ðïõ Ýœïõí áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç åðéëïãÞò. Áñãüôåñá, ï Selman èåþñçóå ôçí êëÜóç P-sel ôùí çìéáðïäïôéêþí óõíüëùí, äçëáäÞ ôùí óõíüëùí ðïõ Ýœïõí óõíÜñôçóç åðéëïãÞò õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Ïñéóìüò 4.1.6 [Joc68] Ãéá êÜèå óýíïëï A ⊆ Ω, üðïõ Ω åSSíáé ôï èåùñïýìåíï óýìðáí, óõíÜñôçóç åðéëïãÞò sel_A : Ω × Ω → Ω ïíïìÜæåôáé ìSSá óõíÜñôçóç ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

1. (∀x ∈ Ω)(∀y ∈ Ω)[sel_A(x; y) ∈ {x; y}].

2. (∀x ∈ Ω)(∀y ∈ Ω)[{x; y} ∩ A ≠ ∅ ⇒ sel_A(x; y) ∈ A]. ÄçëáäÞ ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò åðéëïãÞò åíüò óõíüëïõ A åSSíáé ðÜíôá SSóç ìå Ýíá áðü ôá äýï ïñSSóìáôÜ ôçò. Áí ôïõëÜœéóôïí Ýíá áðü ôá ïñSSóìáôá áíÞêåé óôï A, ôüôå ç sel_A \åðéëÝãåé" áõôü ðïõ áíÞêåé óôï A. Áí êáíÝíá áðü ôá ïñSSóìáôá äåí áíÞêåé óôï A, ç sel_A Ýœåé áõèáSSñåôç ôéìÞ, áëëÜ ðÜíôá SSóç ìå Ýíá áðü ôá ïñSSóìáôÜ ôçò. Ðáñáôçñïýìå üôé åíþ ç œáñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç åSSíáé ìïíáäéêÞ ãéá êÜèå óýíïëï, ç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò áíôSSèåôá ìðïñåSS íá ïñéóôåSS ìå ðïëëïýò ôñüðïõò. ÊáôÜ óõíÝðåéá êÜèå óýíïëï Ýœåé ðåñéóóüôåñåò áðü ìSSá óõíáñôÞóåéò åðéëïãÞò, ãéá ôçí áêñSSâåéá ôï ðëÞèïò ôïõò åSSíáé 2^{|A|2−|A|+(|Ω|−|A|)2−(|Ω|−|A|)}.

Ïñéóìüò 4.1.7 [Sel79, Sel82a, Sel82b] Ç êëÜóç P-sel ôùí çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôþí óõíüëùí ïñSSæåôáé ùò ç êëÜóç ôùí óõíüëùí ðïõ Ýœïõí óõíÜñôçóç åðéëïãÞò õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Áí Ýíá óýíïëï Ýœåé ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ìðïñïýìå œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò íá èåùñïýìå üôé áõôÞ åSSíáé áíôéìåôáèåôéêÞ, ëüãù ôïõ åðüìåíïõ èåùñÞìáôïò.

Èåþñçìá 4.1.8 Áí L ∈ P-sel, ôüôå ç L Ýœåé áíôéìåôáèåôéêÞ óõíÜñôçóç åðéëïãÞò õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Áðüäåéîç

ÿóôù f : Σ^? ×Σ^? → Σ^? ìSSá ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ôçò L. Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç f^′ : Σ^? × Σ^? → Σ^? ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò:

f^′(x; y) = f(min{x; y}; max{x; y})

Ç f^′ åSSíáé õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, åSSíáé áíôéìåôáèåôéêÞ, êáé ãéá êÜèå x; y ∈ Σ^? éóœýåé f^′(x; y) ∈ {x; y}. Áí {x; y} ∩ L ≠ ∅, ôüôå ðñïöáíþò {min{x; y}; max{x; y}} ∩ L ≠ ∅, Üñá f(min{x; y}; max{x; y}) ∈ L, Üñá êáé f^′(x; y) ∈ L. ■

114ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

4.1.3 ÔïõñíïõÜ

Ïñéóìüò 4.1.9 ÿíáò êáôåõèõíüìåíïò ãñÜöïò G(V; E) ëÝãåôáé ðñïóáíáôïëéóìÝíïò áí ãéá êÜèå a; b ∈ V ôïõëÜœéóôïí ìSSá áðü ôéò áêìÝò (a; b), (b; a) äåí áíÞêåé óôï E.

Ïñéóìüò 4.1.10 ÊÜèå ðëÞñçò ðñïóáíáôïëéóìÝíïò ãñÜöïò ïíïìÜæåôáé ôïõñíïõÜ. ÅðéðëÝïí, êÜèå ôïõñíïõÜ ìå k êüìâïõò ïíïìÜæåôáé k-ôïõñíïõÜ.

Ç ïíïìáóSSá \ôïõñíïõÜ" ðñïÝñœåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé Ýíáò ãñÜöïò kôïõñíïõÜ ìðïñåSS íá áíáðáñáóôÞóåé Ýíá äéáãùíéóìü k ðáéêôþí, üðïõ ï êÜèå ðáSSêôçò áãùíSSæåôáé áðü ìSSá öïñÜ åíáíôSSïí üëùí ôùí õðïëïSSðùí, êáé äåí åðéôñÝðïíôáé éóïðáëSSåò. Ãéá êÜèå æåýãïò ðáéêôþí, ç áêìÞ ðïõ óõíäÝåé ôïõò áíôSSóôïéœïõò êüìâïõò óôï ãñÜöï Ýœåé êáôåýèõíóç áðü ôï œáìÝíï ðñïò ôï íéêçôÞ. Ôá ôïõñíïõÜ Ýœïõí ìåëåôçèåSS áñêåôÜ, áëëÜ ãéá ôïõò óêïðïýò ìáò œñåéÜæïíôáé ìüíï äýï âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá. Ðñüêåéôáé ãéá ôá èåùñÞìáôá 4.1.13 êáé 4.1.14, ðïõ èá äïýìå óôç óõíÝœåéá.

Ïñéóìüò 4.1.11 Ãéá êÜèå êáôåõèõíüìåíï ãñÜöï G(V; E), ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü i êáé ãéá êÜèå v ∈ V , ïñSSæïõìå ôï óýíïëï R_{i;G}(v):

R_{i;G}(v) = { u ∈ V :

õðÜñœåé êáôåõèõíüìåíï ìïíïðÜôé áðü ôï v óôï u, ìå ìÞêïò ôï ðïëý i }

Èåþñçìá 4.1.12 Óå êÜèå k-ôïõñíïõÜ G(V; E), k ≥ 1, õðÜñœåé Ýíáò êüìâïò u ∈ V ìå |R_{1;G}(u)| ≥

⌈_{k+1} 2 ⌉ . Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ãéá êÜèå v ∈ V , ôï óýíïëï W_{1;G}(v) ôùí êüìâùí áðü êÜèå Ýíáí áðü ôïõò ïðïSSïõò õðÜñœåé êáôåõèõíüìåíï ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôï ðïëý 1 ðñïò ôïí êüìâï v:

W_{1;G}(v) = {w ∈ V : v ∈ R_{1;G}(w)} Ðáñáôçñïýìå üôé ∑ v∈V |R_{1;G}(v)| = ∑ v∈V |W_{1;G}(v)| = |V | + |E|, êáé ãéá êÜèå u ∈ V éóœýåé |R_{1;G}(u)| + |W_{1;G}(u)| = k + 1. ÕðÜñœåé ëïéðüí Ýíáò êüìâïò u ∈ V ìå |R_{1;G}(u)| ≥ |W_{1;G}(u)|, ãéáôSS óå áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç ãéá êÜèå êüìâï v ∈ V èá SSóœõå |R_{1;G}(u)| < |W_{1;G}(u)| êáé áèñïSSæïíôáò óå üëïõò ôïõò êüìâïõò èá åSSœáìå ∑ v∈V |R_{1;G}(v)| < ∑ v∈V |W_{1;G}(v)|.

Ãéá ôïí êüìâï u ëïéðüí éóœýåé:

|R_{1;G}(u)| ≥ |W_{1;G}(u)| ⇒ 2|R_{1;G}(u)| ≥ |W_{1;G}(u)| + |R_{1;G}(u)| ⇒ 2|R_{1;G}(u)| ≥ k + 1 ⇒ |R_{1;G}(u)| ≥ ⌈ k + 1 2 ⌉

■ Èåþñçìá 4.1.13 Áí ï ãñÜöïò G(V; E) åSSíáé k-ôïõñíïõÜ, k ≥ 1, ôüôå õðÜñœåé Ýíá óýíïëï H ⊆ V ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

1. |H| ≤ ⌊log(k + 1)⌋, êáé

2. ãéá êÜèå v ∈ V õðÜñœåé g ∈ H þóôå v ∈ R_{1;G}(g).

Áðüäåéîç

Ç áðüäåéîç èá ãSSíåé ìå åðáãùãÞ óôï k. Áí ï G(V; E) åSSíáé 1-ôïõñíïõÜ, ôüôå ôï óýíïëï H = V Ýœåé ìÝãåèïò |H| = 1 = log 2. ÅðéðëÝïí, ãéá ôï ìïíáäéêü óôïéœåSSï v ∈ V = H éóœýåé v ∈ R_{1;G}(v). ćñá ôï èåþñçìá éóœýåé ãéá k = 1.

ÿóôù üôé éóœýåé ãéá üëá ôá k ≤ m, üðïõ m ≥ 1 óôáèåñÜ. ÄçëáäÞ ãéá êÜèå k-ôïõñíïõÜ G(V; E) ìå k ≤ m, õðÜñœåé H ⊆ V ìå ìÝãåèïò |H| ≤ ⌊log(k+1)⌋, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå v ∈ V íá õðÜñœåé g ∈ H ðïõ éêáíïðïéåSS ôç óœÝóç v ∈ R_{1;G}(g).

Èá äåSSîïõìå üôé éóœýåé ãéá k = m + 1. ÿóôù G(V; E) Ýíá (m + 1)- ôïõñíïõÜ. Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4.1.12, õðÜñœåé Ýíáò êüìâïò u_0 ∈ V ìå |R_{1;G}(u_0)| ≥

⌈_{m+2} 2 ⌉ . Èåùñïýìå ôï ãñÜöï G^′(V^′; E^′) = G−R_{1;G}(u_0) ðïõ ðñïêýðôåé áí áðü ôïí G áöáéñÝóïõìå üëïõò ôïõò êüìâïõò ôïõ óõíüëïõ R_{1;G}(u_0) êáé ôéò ðñïóêåSSìåíåò áêìÝò ôïõò. Ï G^′ Ýœåé ðëÞèïò êüìâùí |V^′| = |V | − |R_{1;G}(u_0)| ≤ m + 1 − ⌈_{m+2} 2 ⌉ = ⌊_m 2 ⌋ êáé åSSíáé ðñïöáíþò Ýíá

⌊_m 2 ⌋ -ôïõñíïõÜ. Ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò

116ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

õðüèåóçò õðÜñœåé Ýíá õðïóýíïëï H^′ ⊆ V^′, ìå |H^′| ≤ ⌊ log (⌊_m 2 ⌋ + 1 )⌋ , ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå v ∈ V^′ íá õðÜñœåé g ∈ H^′ þóôå v ∈ R_{1;G}′ (g).

Ôï óýíïëï H = H^′ ∪ {u_0} åSSíáé ðñïöáíþò õðïóýíïëï ôïõ V êáé ãéá êÜèå v ∈ V Ýœïõìå:

• Áí v ∈ V^′, õðÜñœåé g ∈ H^′ þóôå v ∈ R_{1;G}′ (g). ćñá, åðåéäÞ H^′ ⊆ H, õðÜñœåé g ∈ H þóôå v ∈ R_{1;G}(g).

• Áí v =∈ V^′, ôüôå v ∈ R_{1;G}(u_0). ćñá õðÜñœåé g ∈ H êáé óõãêåêñéìÝíá g = u_0, þóôå v ∈ R_{1;G}(g).

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé ãéá ôï ìÝãåèïò ôïõ H éóœýåé |H| ≤ ⌊log (m + 2)⌋. Åöüóïí H = H^′ ∪{u_0}, ôï ìÝãåèïò ôïõ H åSSíáé |H| = 1 + |H^′|. Ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò |H^′| ≤ ⌊ log (⌊_m 2 ⌋ + 1 )⌋ . ćñá |H| ≤ 1 + ⌊ log (⌊_m 2 ⌋ + 1 )⌋ . Èåùñïýìå ôç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ 2, 2^{˘0} , ðïõ äåí õðåñâáSSíåé ôçí ôéìÞ ⌊_m 2 ⌋ + 1. Ðñïöáíþò ôüôå ⌊ log (⌊_m 2 ⌋ + 1 )⌋ = –_0. ÅðéðëÝïí Ýœïõìå:

2^{˘0} ≤ ⌊m 2 ⌋ + 1 < 2^{˘0+1} ⇒ 2^{˘0} − 1 ≤ ⌊m 2 ⌋ < 2^{˘0+1} − 1 ⇒ 2^{˘0+1} − 2 ≤ m < 2^{˘0+2} − 2 ⇒ 2^{˘0+1} ≤ m + 2 < 2^{˘0+2} ⇒ ⌊log (m + 2)⌋ = –_0 + 1

ćñá |H| ≤ ⌊log (m + 2)⌋. ■ Èåþñçìá 4.1.14 Áí ï ãñÜöïò G(V; E) åSSíáé k-ôïõñíïõÜ, k ≥ 1, ôüôå õðÜñœåé Ýíáò êüìâïò v ∈ V ôÝôïéïò þóôå V = R_{2;G}(v).

Áðüäåéîç

Ç áðüäåéîç èá ãSSíåé ìå åðáãùãÞ óôï k. Ôï èåþñçìá éóœýåé ðñïöáíþò ãéá k = 1 êáé k = 2. ÿóôù üôé éóœýåé ãéá k = m ≥ 2. Èá äåSSîïõìå üôé éóœýåé ãéá k = m + 1.

4.2. ÓÕÌÂÏÕËÅÓ ÃÉÁ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÙÓ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÁ ÓÕÍÏËÁ117

ÿóôù G(V; E) Ýíá (m + 1)-ôïõñíïõÜ êáé a ∈ V Ýíáò êüìâïò ôïõ. Èåùñïýìå ôïí ãñÜöï G^′(V^′; E^′) = G−{a}. Ï G^′ åSSíáé m-ôïõñíïõÜ, Üñá ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò õðÜñœåé Ýíáò êüìâïò b ∈ V^′ ôÝôïéïò þóôå V \ {a} = V^′ = R_{2;G}′ (b). Áí (b; a) ∈ E Þ a ∈ R_{2;G}(b) ôüôå ôï èåþñçìá éóœýåé, áöïý V = R_{2;G}(b).

Óôï åîÞò ëïéðüí õðïèÝôïõìå üôé (a; b) ∈ E êáé a =∈ R_{2;G}(b). ÿðåôáé üôé

R_{1;G}(b) ⊆ R_{1;G}(a)

ãéáôSS áí v ∈ R_{1;G}(b) êáé v =∈ R_{1;G}(a), åðåéäÞ v =∈ R_{1;G}(a) Ýœïõìå (v; a) ∈ E êáé åðåéäÞ v ∈ R_{1;G}(b) Ýœïõìå a ∈ R_{2;G}(b). ÅðSSóçò, ãéá êÜèå c ∈ R_{1;G}(b) éóœýåé (a; c) ∈ E ãéáôSS áí ãéá êÜðïéï c ∈ R_{1;G}(b) åSSœáìå (c; a) ∈ E, èá ðñïÝêõðôå a ∈ R_{2;G}(b).

ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé V ⊆ R_{2;G}(a). ÿóôù v ∈ V . Áí v = a Þ v = b, ôüôå ðñïöáíþò v ∈ R_{2;G}(a), áöïý (a; b) ∈ E. Áí v ≠ a, v ≠ b êáé v ∈ R_{1;G}(b), ôüôå v ∈ R_{1;G}(a) ⊆ R_{2;G}(a). ÔÝëïò, Ýóôù üôé v ≠ a, v ≠ b êáé v =∈ R_{1;G}(b). ÅðåéäÞ V \ {a} = R_{2;G}′ (b) êáé v ≠ a, Ýœïõìå v ∈ R_{2;G}′ (b). ćñá õðÜñœåé Ýíáò êüìâïò v^′ ≠ a þóôå (b; v^′) ∈ E êáé (v^′; v) ∈ E. v^′ ∈ R_{1;G}(b), Üñá (a; v^′) ∈ E. Áðü ôéò óœÝóåéò (a; v^′) ∈ E êáé (v^′; v) ∈ E Ýðåôáé v ∈ R_{2;G}(a). ■ 4.2 ÓõìâïõëÝò ãéá çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôÜ óýíïëá

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá áóœïëçèïýìå ìå ôï íá êáèïñSSóïõìå ôï ìÞêïò ôùí óõìâïõëþí ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôá óýíïëá ôçò êëÜóçò P-sel, œñçóéìïðïéþíôáò íôåôåñìéíéóôéêïýò êáé ìç íôåôåñìéíéóôéêïýò åñìçíåõôÝò óõìâïõëþí ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ. Óôá äýï êýñéá èåùñÞìáôá ôçò åíüôçôáò èá äïýìå üôé ãéá åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí áðü ôï P áñêåSS ðïëõùíõìéêü (êáé ìÜëéóôá ôåôñáãùíéêü) ìÞêïò óõìâïõëþí, åíþ ãéá åñìçíåõôÞ áðü ôï NP áñêåSS ãñáììéêü

118ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

ìÞêïò óõìâïõëþí. Óôçí áðüäåéîç ôùí äýï áðïôåëåóìÜôùí èá Ýœïõí êåíôñéêü ñüëï ôá èåùñÞìáôá 4.1.13 êáé 4.1.14.

Èåþñçìá 4.2.1 [Ko83] P-sel ⊆ P=poly.

Áðüäåéîç

ÿóôù Ýíá óýíïëï L ∈ P-sel. Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4.1.8 õðÜñœåé ìSSá áíôéìåôáèåôéêÞ óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f(·; ·) ãéá ôï L. Ãéá íá äåSSîïõìå üôé L ∈ P=poly, áñêåSS íá äþóïõìå Ýíá óýíïëï A ∈ P êáé ìSSá óõíÜñôçóç g : N → Σ^? ãéá ôá ïðïSSá íá éóœýïõí:

1. (∀x)[x ∈ L ⇔ ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A], êáé

2. õðÜñœåé ðïëýùíõìï q þóôå (∀n)[|g(n)| ≤ q(n)].^1

Ãéá êÜèå öõóéêü n, èåùñïýìå ôï óýíïëï L^{=n} ôùí óõìâïëïáêïëïõèéþí ìÞêïõò n ðïõ áíÞêïõí óôçí L. Áí L^{=n} ≠ ∅, ç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f ïñSSæåé Ýíá |L^{=n}|-ôïõñíïõÜ G(V; E) åðSS ôïõ L^{=n}. ÓõãêåêñéìÝíá, V = L^{=n} êáé E = {(a; b) : a; b ∈ L^{=n} ∧ a ≠ b ∧ f(a; b) = b}. ÄçëáäÞ ìåôáîý äýï äéáöïñåôéêþí êüìâùí ôïõ ôïõñíïõÜ, \êåñäSSæåé" áõôüò ðïõ åðéëÝãåé ç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò. Áðü ôï èåþñçìá 4.1.13 ðñïêýðôåé üôé õðÜñœåé Ýíá óýíïëï H_n ⊆ L^{=n} ãéá ôï ïðïSSï éóœýïõí:

• |H_n| ≤ ⌊log (|L^{=n}| + 1)⌋. ĳìùò |L^{=n}| ≤ 2^n (èåùñïýìå ðÜíôá áëöÜâçôï Σ = {0; 1}), Üñá |H_n| ≤ n + 1.

• ãéá êÜèå x ∈ L^{=n} õðÜñœåé h ∈ H_n þóôå x ∈ R_{1;G}(h). Áí x =∈ H_n, áõôü óçìáSSíåé üôé (h; x) ∈ E Üñá f(h; x) = x. Áí x ∈ H_n, ôüôå ãéá h = x éóœýåé êáé ðÜëé f(h; x) = x. ćñá ãéá êÜèå x ∈ L^{=n} õðÜñœåé h ∈ H_n þóôå f(h; x) = x.

1Ï ïñéóìüò 4.1.1 áðáéôåSS ãéá êÜèå n íá éóœýåé |g(n)| = q(n). ĳìùò áí ãéá êÜèå n éóœýåé |g(n)| ≤ q(n) ìðïñïýìå ðÜíôá íá ðñïóèÝóïõìå óôçí g(n) åðéðëÝïí óýìâïëá Üíåõ óçìáóSSáò Ýôóé þóôå ôï ìÞêïò ôçò íá ãSSíåé áêñéâþò SSóï ìå q(n).

4.2. ÓÕÌÂÏÕËÅÓ ÃÉÁ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÙÓ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÁ ÓÕÍÏËÁ119

Áí L^{=n} = ∅ ôüôå ôï óýíïëï H_n = ∅ éêáíïðïéåSS ôéò ðáñáðÜíù éäéüôçôåò, äçëáäÞ H_n ⊆ L^{=n}, |H_n| ≤ n + 1 êáé (∀x ∈ L^{=n})(∃h ∈ H_n)[f(h; x) = x].

ÅSSìáóôå Ýôïéìïé ôþñá íá äþóïõìå ôç óõíÜñôçóç óõìâïõëþí g : N → Σ^? êáé ôïí åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí A ∈ P. ÏñSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç g ãéá êÜèå öõóéêü n ìå ôïí ôýðï: g(n) = H_n

üðïõ H_n åSSíáé ôï óýíïëï ðïõ ïñSSóáìå ðáñáðÜíù, ôï ïðïSSï áíáðáñSSóôáôáé ìå ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá åðSS ôïõ Σ^? ìå êÜðïéá ëïãéêÞ êùäéêïðïSSçóç^2. ÅðåéäÞ ôï ìÝãåèïò ôïõ H_n åSSíáé ôï ðïëý n + 1 êáé êÜèå óôïéœåSSï ôïõ Ýœåé ìÞêïò n, èá õðÜñœåé êÜðïéï ðïëõþíõìï ðïõ ãéá êÜèå n öñÜóóåé Üíù ôï ìÞêïò ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôïõ H_n.

Ï åñìçíåõôÞò óõìâïõëþí åSSíáé ôï óýíïëï A = { ⟨x; y⟩ :

ç y åSSíáé ëSSóôá z ≥ 0 óôïéœåSSùí ìÞêïõò |x|, v_1; v_2; : : : ; v_z, êáé (∃j)[f(v_j ; x) = x] }

Åöüóïí œñçóéìïðïéïýìå ëïãéêÞ óõíÜñôçóç óýæåõîçò êáé åðåéäÞ ç f õðïëïãSSæåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, åSSíáé óáöÝò üôé A ∈ P. Èá äåSSîïõìå üôé ãéá êÜèå x, x ∈ L ⇔ ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A. ÿóôù x ∈ L. Ôüôå ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A ãéáôSS, üðùò åSSäáìå, õðÜñœåé h ∈ H_{|x|} þóôå f(h; x) = x. ÁíôSSóôñïöá, Ýóôù üôé ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A. Åî ïñéóìïý ôïõ A, õðÜñœåé h ∈ H_{|x|} þóôå f(h; x) = x. ĳìùò H_{|x|} ⊆ L^{=|x|}, Üñá h ∈ L^{=|x|}. Áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò åðéëïãÞò ðñïêýðôåé x ∈ L^{=|x|}, Üñá êáé x ∈ L. ■ Ìå ôï èåþñçìá ðïõ ìüëéò äåSSîáìå, åîáóöáëSSóáìå üôé áñêåSS ðïëõùíõìéêü ìÞêïò óõìâïõëÞò ãéá íá áðïöáóéóôåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ïðïéïäÞðïôå çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôü óýíïëï. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, åðåéäÞ ç óõìâïõëÞ áðïôåëåSSôáé áðü ôï ðïëý n + 1 óõìâïëïáêïëïõèSSåò ìÞêïõò n, üðïõ n ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ, áñêïýí O(n^2) bits ãéá íá êùäéêïðïéçèåSS. ćñá ïõóéáóôéêÜ Ýœïõìå áðïäåSSîåé üôé P-sel ⊆ P=quadratic.

2ÄçëáäÞ õðïëïãéóôÞ êáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

120ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

Èåþñçìá 4.2.2 [Ko83] P-sel ⊆ P=quadratic.

Óôç óõíÝœåéá èá äïýìå üôé ìðïñïýìå íá áðïöáóSSóïõìå ôá çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôÜ óýíïëá ìå áêüìç ìéêñüôåñï ìÞêïò óõìâïõëÞò, áõîÜíïíôáò üìùò ôçí éóœý ôïõ åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí. ÓõãêåêñéìÝíá, áí åðéôñÝøïõìå óôïí åñìçíåõôÞ íá åêôåëåSSôáé óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï, áñêåSS ãñáììéêü ìÞêïò óõìâïõëÞò.

Èåþñçìá 4.2.3 [HT96, HNP98] P-sel ⊆ NP=linear.

Áðüäåéîç

ÿóôù Ýíá óýíïëï L ∈ P-sel. Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4.1.8 õðÜñœåé ìSSá áíôéìåôáèåôéêÞ óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f(·; ·) ãéá ôï L. Ãéá íá äåSSîïõìå üôé L ∈ NP=linear, áñêåSS íá äþóïõìå Ýíá óýíïëï A ∈ NP êáé ìSSá óõíÜñôçóç g : N → Σ^? ãéá ôá ïðïSSá íá éóœýïõí:

1. (∀x)[x ∈ L ⇔ ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A], êáé

2. õðÜñœåé q ∈ linear þóôå (∀n)[|g(n)| = q(n)].

Ãéá êÜèå n ≥ 1, áí L^{=n} ≠ ∅, èåùñïýìå üðùò êáé óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 4.2.1 ôï ôïõñíïõÜ G(V; E) åðSS ôïõ L^{=n} ðïõ ïñSSæåé ç óõíÜñôçóç f. Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4.1.14, õðÜñœåé w_n ∈ L^{=n} ôÝôïéï þóôå L^{=n} = R_{2;G}(w_n). ÏñSSæïõìå, ãéá êÜèå n ≥ 1 ôçí ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò g:

g(n) = { 1^{n+1} , áí L^{=n} = ∅ 0w_n , áí L^{=n} ≠ ∅ Ç ôéìÞ g(0) åSSíáé áõèáSSñåôç, áëëÜ Ýœåé ìÞêïò áêñéâþò 1. ÿôóé, ãéá êÜèå n éóœýåé |g(n)| = n + 1 = q(n).

Ãéá ôïí åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí, ïñSSæïõìå áñœéêÜ ôï óýíïëï

A_0 = {⟨x; 0w⟩ : |w| = |x| ≥ 1 ∧ (∃c)[|c| = |x| ∧ f(w; c) = c ∧ f(c; x) = x]}

Áí " ∈ L, ôüôå ï åñìçíåõôÞò óõìâïõëþí åSSíáé

A = A_0 ∪ ⋃ ff∈Σ {⟨"; ¸⟩}

4.2. ÓÕÌÂÏÕËÅÓ ÃÉÁ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÙÓ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÁ ÓÕÍÏËÁ121

åíþ áí " =∈ L ôüôå ï åñìçíåõôÞò óõìâïõëþí åSSíáé

A = A_0

Óå êÜèå ðåñSSðôùóç, A ∈ NP. ÌSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôï A_0 áðëÜ åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá c ìå ìÞêïò SSóï ìå |x| êáé åëÝãœåé óå íôåôåñìéíéóôéêü, ðëÝïí, ðïëõùíõìéêü œñüíï ôç óõíèÞêç f(w; c) = c ∧ f(c; x) = x. Ï Ýëåãœïò ãéá ôçí ðåñSSðôùóç åéóüäïõ ⟨"; ¸⟩, ¸ ∈ Σ, ãSSíåôáé ôåôñéììÝíá ðñéí ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ åðéëïãÞ. Èá äåSSîïõìå óôç óõíÝœåéá, ïëïêëçñþíïíôáò ôçí áðüäåéîç, üôé ãéá êÜèå x éóœýåé x ∈ L ⇔ ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A. Ãéá x = " ðñïöáíþò éóœýåé ç éóïäõíáìSSá. Óôï åîÞò õðïèÝôïõìå üôé x ≠ ".

ÿóôù x ∈ L. Ôüôå x ∈ R_{2;G}(w_{|x|}). ÄéáêñSSíïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò:

• x ∈ R_{1;G}(w_{|x|}): üðùò êáé óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 4.2.1, éóœýåé f(w_{|x|}; x) = x. ćñá åðéëÝãïíôáò c = x ðñïêýðôåé üôé ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A.

• x ∈ R_{2;G}(w_{|x|}) \ R_{1;G}(w_{|x|}): õðÜñœåé c ∈ R_{1;G}(w_{|x|}) þóôå (c; x) ∈ E ⇒ f(c; x) = x. Áêüìç, åðåéäÞ c ∈ R_{1;G}(w_{|x|}) éóœýåé f(w_{|x|}; c) = c. ćñá ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A.

ÁíôSSóôñïöá, Ýóôù ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ A ðñïêýðôåé g(|x|) = 0w_{|x|}, êáé õðÜñœåé c ìå ìÞêïò |c| = |x| = |w_{|x|}| ðïõ éêáíïðïéåSS ôéò óœÝóåéò f(w_{|x|}; c) = c êáé f(c; x) = x. ÅðåéäÞ w_{|x|} ∈ L^{=|x|}, áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò åðéëïãÞò ðñïêýðôåé üôé c ∈ L^{=|x|} êáé x ∈ L^{=|x|}. ćñá ðñïöáíþò x ∈ L. ■ ÅðïìÝíùò ãñáììéêü ìÞêïò óõìâïõëÞò åSSíáé áñêåôü ãéá íá áðïöáóéóôåSS óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï ïðïéïäÞðïôå çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôü óýíïëï. ÌÜëéóôá, áðü ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïSSï ïñSSóôçêå ç óõíÜñôçóç óõìâïõëÞò óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 4.2.3, ðñïêýðôåé üôé áñêïýí óõìâïõëÝò ìå ìÞêïò n + 1, üðïõ n ôï ìÞêïò ôçò åéóüäïõ.

Èåþñçìá 4.2.4 P-sel ⊆ NP=–n:(n + 1).

122ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

4.3 Áðïìüíùóç ôéìþí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí óõíáñôÞóåùí

Ïé ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò åSSíáé ðëåéïíüôéìåò óõíáñôÞóåéò ðïõ ïé ôéìÝò ôïõò ãéá êÜèå åSSóïäï åìöáíSSæïíôáé ùò Ýîïäïé óôá äéÜöïñá õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá êÜðïéáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing. Ðáñüëï ðïõ åSSíáé åýêïëï ãéá ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ óõíÜñôçóç íá õðïëïãSSóåé, ãéá ðáñÜäåéãìá, üëåò ôéò áíáèÝóåéò ôéìþí ðïõ éêáíïðïéïýí ìSSá ëïãéêÞ Ýêöñáóç, äåí õðÜñœåé ðñïöáíÞò ôñüðïò ãéá ôç ìçœáíÞ Turing ðïõ õðïëïãSSæåé áõôÞ ôç óõíÜñôçóç íá áðïìïíþóåé ìSSá áðü ôéò áíáèÝóåéò áõôÝò. Áõôü SSóùò áñœéêÜ öáSSíåôáé ðáñÜäïîï, üìùò ïöåSSëåôáé óôï ãåãïíüò üôé óå Ýíáí ìç íôåôåñìéíéóôéêü õðïëïãéóìü ôá õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá åSSíáé áíåîÜñôçôá ìåôáîý ôïõò êáé äåí ìðïñïýí íá \áðïöáóSSóïõí" óõëëïãéêÜ ðïéï áðü üëá èá äþóåé Ýîïäï, Þ ðïéá êïéíÞ óõìâïëïáêïëïõèSSá èá äþóïõí óôçí Ýîïäü ôïõò. Èá äïýìå üôé ç õðüèåóç ðùò áðü ìSSá ðëåéïíüôéìç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ óõíÜñôçóç ìðïñïýìå íá áðïìïíþóïõìå ìSSá ôéìÞ åîüäïõ êáé íá ëÜâïõìå ìSSá ìïíüôéìç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ óõíÜñôçóç Ýœåé óçìáíôéêÝò óõíÝðåéåò ãéá ôç èåùñSSá ðïëõðëïêüôçôáò, áöïý óõíåðÜãåôáé ôçí êáôÜññåõóç ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò. Óôçí ðïñåSSá èá ïñSSóïõìå ìSSá ãåíSSêåõóç ôùí çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôþí óõíüëùí, åðéôñÝðïíôáò óôç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò íá åSSíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ.

4.3.1 Ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá

Ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá åSSíáé ìSSá éåñáñœSSá êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò óôçí ïðïSSá êÜèå åðSSðåäï œñçóéìïðïéåSS ôçí êëÜóç ðïõ ïñSSæåôáé óôï ðñïçãïýìåíï åðSSðåäï ùò ìáíôåSSï. Ç âÜóç ôçò éåñáñœSSáò åSSíáé ç êëÜóç P. ÏñSSóôçêå áðü ôïõò Meyer êáé Stockmeyer [MS72, Sto76] óå áíáëïãSSá ìå ôçí éåñáñœSSá Kleene ðïõ ìåëåôÜôáé óôçí èåùñSSá ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí. ÅSSœå üìùò Þäç ðñïôáèåSS Ýììåóá áðü ôïí Karp [Kar72].

Ïñéóìüò 4.3.1 Ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá åSSíáé ç äïìÞ ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôéò êëÜóåéò Σ^p_k, Π^p_k êáé Δ^p_{k+1} ðïõ ïñSSæïíôáé ãéá êÜèå k ≥ 0 ùò åîÞò:

4.3. ÁÐÏÌÏÍÙÓÇ ÔÉÌÙÍ ÌÇ ÍÔÅÔÅÑÌÉÍÉÓÔÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ123 1. Σ^p_0 = Π^p_0 = P. 2. Δ^p_{k+1} = P^{Σpk} . 3. Σ^p_{k+1} = NP^{Σpk} . 4. Π^p_{k+1} = coΣ^p_{k+1}.

ÏñSSæïõìå áêüìç ôçí Ýíùóç üëùí ôùí Σ^p_i : PH = ⋃ i≥0 Σ^p_i ŒùñSSò áðüäåéîç, ðáñáèÝôïõìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò. Ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ï áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óôï êåö. 8 ôïõ [BDG88] êáé óôï êåö. 17 ôïõ [Pap94]. Èåþñçìá 4.3.2 Éäéüôçôåò ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò.

1. PH = ⋃ i≥0 Π^p_i = ⋃ i≥1 Δ^p_i .

2. Δ^p_1 = P.

3. Σ^p_{k+1} = NP^{Πpk} , ãéá êÜèå k ≥ 0. 4. Δ^p_{k+1} = P^{Πpk} , ãéá êÜèå k ≥ 0. 5. Π^p_{k+1} = coNP^{Πpk} , ãéá êÜèå k ≥ 0. 6. Σ^p_{k+1} = NP^{Δpk+1} , ãéá êÜèå k ≥ 0. 7. Π^p_{k+1} = coNP^{Δpk+1} , ãéá êÜèå k ≥ 0. 8. Σ^p_k ∪ Π^p_k ⊆ Δ^p_{k+1}, ãéá êÜèå k ≥ 0. 9. Δ^p_k ⊆ Σ^p_k ∩ Π^p_k, ãéá êÜèå k ≥ 0. 10. PH ⊆ PSPACE.

11. Ç êëÜóç Σ^p_k Ýœåé ðëÞñåéò ãëþóóåò, ãéá êÜèå k ≥ 0.

124ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

Áðü ôéò éäéüôçôåò 8 êáé 9 ôïõ èåùñÞìáôïò 4.3.2 Ýðåôáé üôé êÜèå åðSSðåäï ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò óõíäÝåôáé ìå ôï åðüìåíü ôïõ ìÝóù ôùí åãêëåéóìþí: Σ^p_k ∪ Π^p_k ⊆ Δ^p_{k+1} ⊆ Σ^p_{k+1} ∩ Π^p_{k+1} ÐáñáìÝíåé áíïéœôü ôï åñþôçìá áí êÜðïéïò áðü áõôïýò ôïõò åãêëåéóìïýò åSSíáé ãíÞóéïò.

Ôá äýï ðñþôá åðSSðåäá ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò, Σ^p_0 êáé Σ^p_1 åSSíáé ïé êëÜóåéò Σ^p_0 = P êáé Σ^p_1 = NP. Éóœýåé üôé êÜèå åðSSðåäï åSSíáé õðïóýíïëï ôïõ åðïìÝíïõ ôïõ, œùñSSò íá åSSíáé ãíùóôü áí êÜðïéïò åãêëåéóìüò åSSíáé ãíÞóéïò. ÐÜíôùò, áðü ôïí ïñéóìü ôçò éåñáñœSSáò ðñïêýðôåé üôé áí ãéá êÜðïéï k éóœýåé Σ^p_k ⊂ Σ^p_{k+1}, ôüôå éóœýåé Σ^p_i ⊂ Σ^p_{i+1} ãéá êÜèå i ≤ k. ÁíôSSóôïéœá, áí ãéá êÜðïéï k éóœýåé Σ^p_k = Σ^p_{k+1}, ôüôå éóœýåé Σ^p_i = Σ^p_{i+1} ãéá êÜèå i ≥ k. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ëÝìå üôé ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá êáôáññÝåé óôï k-ïóôü åðSSðåäï. Ðéóôåýåôáé üôé ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá åSSíáé ãíÞóéá. ÅðïìÝíùò áí ìSSá ðñüôáóç óõíåðÜãåôáé ôçí êáôÜññåõóç ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò óå êÜðïéï åðSSðåäï, èåùñåSSôáé åîáéñåôéêÜ áðSSèáíï íá éóœýåé.

4.3.2 Ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò óõíáñôÞóåéò. Ãåíéêåýóåéò ôçò P-sel

ÿœïõìå œñçóéìïðïéÞóåé ìÝœñé óôéãìÞò ôçí êëÜóç FP ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ õðïëïãSSæïíôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï áðü íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing. Ïé óõíáñôÞóåéò ôçò êëÜóçò FP åSSíáé ìïíüôéìåò. Ïé êëÜóåéò ðïõ èá ïñSSóïõìå óå áõôÞí ôçí åíüôçôá ðåñéëáìâÜíïõí óõíáñôÞóåéò ðïõ õðïëïãSSæïíôáé ìå ìSSá åõñýôåñç, ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ Ýííïéá.

Ïñéóìüò 4.3.3 [BLS84, BLS85]

1. Áí ç f åSSíáé ìSSá ðëåéïíüôéìç óõíÜñôçóç ðïõ áðåéêïíSSæåé óõìâïëïáêïëïõèSSåò óå óõìâïëïáêïëïõèSSåò, ïñSSæïõìå ãéá êÜèå x ôï óýíïëï set-f(x) ôùí ôéìþí åîüäïõ ôçò f(x):

set-f(x) = {a : a åSSíáé Ýîïäïò ôçò f(x)} Áí ç f åSSíáé ìåñéêÞ êáé äåí ïñSSæåôáé óôï x, ôüôå set-f(x) = ∅.

4.3. ÁÐÏÌÏÍÙÓÇ ÔÉÌÙÍ ÌÇ ÍÔÅÔÅÑÌÉÍÉÓÔÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ125

2. Ãéá êÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, ïñSSæïõìå ôçí ðëåéïíüôéìç, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f_N ðïõ èåùñïýìå üôé õðïëïãSSæåé ç N. Ãéá êÜèå x, ç f_N Ýœåé ôéìÝò:

set-f_N (x) = { y : õðÜñœåé ìïíïðÜôé ôçò N ðïõ ìå åSSóïäï x áðïäÝœåôáé êáé ðáñÜãåé Ýîïäï y }

ÏñSSæïõìå áêüìç ôçí êëÜóç NPMV ôùí ðëåéïíüôéìùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ õðïëïãSSæïíôáé ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï:

NPMV = {f : (∃N)(∀x)[set-f(x) = set-f_N (x)]}

3. ÌSSá ìåñéêÞ, ðëåéïíüôéìç óõíÜñôçóç f ëÝãåôáé ìïíüôéìç áí ãéá êÜèå x Ýœåé ôï ðïëý ìSSá ôéìÞ åîüäïõ:

(∀x)[|set-f(x)| ≤ 1]

Ç êëÜóç NPSV ôùí ìïíüôéìùí ìç íôåôåñìéíéóôéêþí óõíáñôÞóåùí ðåñéëáìâÜíåé åêåSSíåò ôéò óõíáñôÞóåéò ôçò NPMV ðïõ óõìâáSSíåé íá åSSíáé ìïíüôéìåò:

NPSV = {f ∈ NPMV : ç f åSSíáé ìïíüôéìç}

Ïé êëÜóåéò NPMV êáé NPSV ïñSSæïõí ôçí Ýííïéá ôïõ ìç íôåôåñìéíéóôéêïý õðïëïãéóìïý óõíáñôÞóåùí. Éóœýåé âÝâáéá FP ⊆ NPSV ⊂ NPMV. Áí ãéá êÜèå åSSóïäï ïé ôéìÝò åîüäïõ ìSSáò ðëåéïíüôéìçò óõíÜñôçóçò f åSSíáé õðïóýíïëá ôùí áíôSSóôïéœùí ôéìþí åîüäïõ ìSSáò ðëåéïíüôéìçò óõíÜñôçóçò g, ôüôå ç f áðïôåëåSS åêëÝðôõíóç ôçò g.

Ïñéóìüò 4.3.4 [Sel94] Áí ïé f, g åSSíáé ðëåéïíüôéìåò óõíáñôÞóåéò, ëÝìå üôé ç f åSSíáé åêëÝðôõíóç ôçò g áí êáé ìüíï áí éóœýïõí ïé óõíèÞêåò:

1. (∀x)[set-f(x) = ∅ ⇔ set-g(x) = ∅], êáé

2. (∀x)[set-f(x) ⊆ set-g(x)].

126ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

ÄéáéóèçôéêÜ, ç åêëÝðôõíóç ìSSáò óõíÜñôçóçò åSSíáé ç SSäéá ç óõíÜñôçóç ìå ôç äéáöïñÜ üôé ãéá êÜðïéåò åéóüäïõò ìðïñåSS íá ëåSSðïõí êÜðïéåò ôéìÝò åîüäïõ. Äåí åðéôñÝðåôáé üìùò íá ëåSSðïõí üëåò ïé ôéìÝò åîüäïõ. Ôï åñþôçìá áí êÜèå NPMV óõíÜñôçóç Ýœåé NPSV åêëÝðôõíóç ðáñáìÝíåé áíïéêôü êáé èá ìáò áðáóœïëÞóåé óôç óõíÝœåéá. Åäþ óçìåéþíïõìå áðëþò üôé ôï åñþôçìá áõôü äåí åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï åñþôçìá UP^?= NP. Ç äéáöïñÜ Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò üôé ìðïñåSS êÜèå NPMV óõíÜñôçóç íá Ýœåé NPSV åêëÝðôõíóç, üìùò ç ôéìÞ åîüäïõ ôçò åêëÝðôõíóçò íá åìöáíSSæåôáé óå ðåñéóóüôåñá áðü Ýíá õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ôçò õðïâüóêïõóáò ìçœáíÞò Turing. ÿôóé ï õðïëïãéóìüò ôçò ìçœáíÞò áõôÞò äåí Ýœåé ìïíáäéêü ìÜñôõñá, Üñá ç ãëþóóá ðïõ áðïöáóSSæåé äåí ìðïñåSS íá áíÞêåé óôçí êëÜóç UP.

Ðñïœùñïýìå óôç ãåíSSêåõóç ôùí çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôþí óõíüëùí, åðéôñÝðïíôÜò ôïõò íá Ýœïõí óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ðïõ áíÞêåé óôçí êëÜóç NPSV. ÁñœéêÜ áò ïñSSóïõìå ôçí êëÜóç F-sel üðïõ F åSSíáé ìSSá áõèáSSñåôç êëÜóç óõíáñôÞóåùí.

Ïñéóìüò 4.3.5 ÿóôù F ìSSá êëÜóç óõíáñôÞóåùí, ïé ïðïSSåò ìðïñåSS íá åSSíáé ïëéêÝò Þ ìåñéêÝò, ìïíüôéìåò Þ ðëåéïíüôéìåò. ÏñSSæïõìå ôçí êëÜóç F-sel: ìSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí F-sel áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé óõíÜñôçóç f ∈ F ãéá ôçí ïðïSSá éóœýïõí:

1. (∀x; y)[set-f(x; y) ⊆ {x; y}], êáé

2. (∀x; y)[(x ∈ L ∨ y ∈ L) ⇒ ∅ ⊂ set-f(x; y) ⊆ L].

ÄçëáäÞ ïé ðëåéïíüôéìåò óõíáñôÞóåéò åðéëïãÞò äåí åðéôñÝðåôáé íá åðéëÝîïõí óõìâïëïáêïëïõèSSåò ðïõ äåí áíÞêïõí óôá ïñSSóìáôÜ ôïõò. ÅðéðëÝïí, áí ôïõëÜœéóôïí Ýíá áðü ôá ïñSSóìáôÜ ôïõò áíÞêåé óôï óýíïëï, ôüôå ðñÝðåé íá åðéëÝîïõí ôïõëÜœéóôïí Ýíá üñéóìá êáé äåí åðéôñÝðåôáé íá åðéëÝîïõí ïñSSóìáôá ðïõ äåí áíÞêïõí óôï óýíïëï. Ìå âÜóç ôïí ðáñáðÜíù ãåíéêü ïñéóìü ðñïêýðôåé êáé ï ïñéóìüò ôçò êëáóçò NPSV-sel.

Ïñéóìüò 4.3.6 [HNOS96] Ç êëÜóç NPSV-sel ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé f ∈ NPSV ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

4.3. ÁÐÏÌÏÍÙÓÇ ÔÉÌÙÍ ÌÇ ÍÔÅÔÅÑÌÉÍÉÓÔÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ127

1. (∀x; y)[set-f(x; y) ⊆ {x; y}], êáé

2. (∀x; y)[{x; y} ∩ L ≠ ∅ ⇒ ∅ ⊂ set-f(x; y) ⊆ L].

ĳðùò êáé óôçí ðåñSSðôùóç ôùí çìéáðïäïôéêþò õðïëïãéóôþí óõíüëùí, ç NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò åíüò óõíüëïõ ôçò êëÜóçò NPSV-sel ìðïñåSS íá èåùñåSSôáé áíôéìåôáèåôéêÞ œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, üðùò öáSSíåôáé áðü ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.3.7 Áí L ∈ NPSV-sel, ôüôå ç L Ýœåé NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé:

(∀x; y)[set-f(x; y) = set-f(y; x)]

4.3.3 ÄõóêïëSSá åýñåóçò ìïíáäéêþí ëýóåùí

Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñœåé ìSSá óõíÜñôçóç f ∈ FP ç ïðïSSá ïñSSæåôáé ãéá êÜèå éêáíïðïéÞóéìç ëïãéêÞ Ýêöñáóç ffi êáé ç f(ffi) åSSíáé ìSSá áíÜèåóç ôéìþí ðïõ éêáíïðïéåSS ôçí ffi. Ôüôå, åðåéäÞ ôï SAT åSSíáé NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá, ìðïñïýìå œñçóéìïðïéþíôáò ôçí f íá áðïöáóSSóïõìå óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá ôïõ NP. ćñá P = NP. ÁíôSSóôñïöá, áí P = NP ôüôå SAT ∈ P, Üñá äïèåSSóçò ìéáò ëïãéêÞò Ýêöñáóçò ffi ìðïñïýìå óå ðïëõùíõìéêü œñüíï íá õðïëïãSSóïõìå ìSSá áíÜèåóç ôéìþí ðïõ ôçí éêáíïðïéåSS ìå Ýíáí áðëü áëãüñéèìï áíáæÞôçóçò ðñïèÝìáôïò. ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé äåí õðÜñœåé FP óõíÜñôçóç ðïõ íá õðïëïãSSæåé ìSSá áíÜèåóç ôéìþí ðïõ éêáíïðïéåSS ìSSá ëïãéêÞ Ýêöñáóç, ðáñÜ ìüíï áí P = NP. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áí èåùñÞóïõìå óõíáñôÞóåéò ôçò êëÜóçò FP^{NP}, äçëáäÞ õðïëïãéóôÝò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ìå œñÞóç ìáíôåSSïõ áðü ôï NP, ôüôå ìðïñïýìå ìå áíáæÞôçóç ðñïèÝìáôïò íá õðïëïãSSóïõìå ìSSá áíÜèåóç ôéìþí ðïõ éêáíïðïéåSS ôç äïóìÝíç Ýêöñáóç.

Ç ðåñSSðôùóç íá õðÜñœåé NPSV óõíÜñôçóç ðïõ õðïëïãSSæåé ìSSá áíÜèåóç ôéìþí ðïõ éêáíïðïéåSS äïèåSSóá Ýêöñáóç âñSSóêåôáé êÜðïõ åíäéÜìåóá óôá äýï ðáñáðÜíù åíäåœüìåíá. ÓõãêåêñéìÝíá, üðùò èá äïýìå, ç ýðáñîÞ ôçò óõíåðÜãåôáé ôçí êáôÜññåõóç ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò óôï äåýôåñï åðSSðåäï.

128ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

Ãéá ôçí áðüäåéîç èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ùò ëÞììáôá äýï èåùñÞìáôá. Ôï ðñþôï (èåþñçìá 4.3.8) åîáóöáëSSæåé üôé áí êÜèå óýíïëï ôçò êëÜóçò NP ìðïñåSS íá áðïöáóéóôåSS ìå ðïëõùíõìéêü ìÞêïò óõìâïõëÞò áðü åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí ðïõ áíÞêåé óôï NP ∩ coNP, ôüôå ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá êáôáññÝåé óôï äåýôåñï åðSSðåäï. ÄSSíåôáé œùñSSò áðüäåéîç ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá åðéêåíôñþóïõìå óôçí ôåœíéêÞ ðïõ œñçóéìïðïéåSSôáé óôçí áðüäåéîç ôïõ äåýôåñïõ (èåþñçìá 4.3.9), ç ïðïSSá Ýœåé êïéíÜ óçìåSSá ìå ôéò áðïäåSSîåéò ôùí èåùñçìÜôùí 4.2.1 êáé 4.2.3.

Èåþñçìá 4.3.8 [KL80, AFK89, K-am91, HHN^+95] NP ⊆ (NP ∩ coNP)=poly ⇒ PH = NP^{NP}.

Èåþñçìá 4.3.9 [HNOS96] NPSV-sel ∩ NP ⊆ (NP ∩ coNP)=poly.

Áðüäåéîç

ÿóôù L ∈ NPSV-sel ∩ NP, êáé áò åSSíáé f ∈ NPSV ìSSá áíôéìåôáèåôéêÞ óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ôçò L, N_f ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ õðïëïãSSæåé ôçí f õðü ôçí Ýííïéá ôïõ ïñéóìïý 4.3.3 êáé N_L ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôçí L. Ãéá íá äåSSîïõìå üôé L ∈ (NP ∩ coNP)=poly áñêåSS íá äþóïõìå ìSSá óõíÜñôçóç g êáé Ýíá óýíïëï A ∈ (NP ∩ coNP) ãéá ôá ïðïSSá íá éóœýïõí:

1. (∀x)[x ∈ L ⇔ ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A], êáé

2. õðÜñœåé ðïëõþíõìï q þóôå (∀n)[|g(n)| ≤ q(n)].

Ãéá êÜèå öõóéêü n, áí L^{=n} ≠ ∅, èåùñïýìå ôï |L^{=n}|-ôïõñíïõÜ G(L^{=n}; E) ðïõ ïñSSæåé ç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ùò åîÞò:

E = {(a; b) : a; b ∈ L^{=n} ∧ a ≠ b ∧ set-f(a; b) = {b}}

Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4.1.13 õðÜñœåé Ýíá óýíïëï H_n ⊆ L^{=n} ìå ìÝãåèïò |H_n| ≤ ⌊log(|L^{=n}| + 1)⌋ ≤ n + 1, ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé:

(∀x ∈ L^{=n})(∃h ∈ H_n)[x ∈ R_{1;G}(h)]

Ç óõíèÞêç x ∈ R_{1;G}(h) éóœýåé áí êáé ìüíï áí x = h Þ ç áêìÞ (h; x) áíÞêåé óôï ãñÜöï. Óå êÜèå ðåñSSðôùóç, ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôïõ óõíüëïõ E êáé ôçò

4.3. ÁÐÏÌÏÍÙÓÇ ÔÉÌÙÍ ÌÇ ÍÔÅÔÅÑÌÉÍÉÓÔÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ129

Áëãüñéèìïò 16 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôïí åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí ãéá ìSSá NP ãëþóóá ðïõ Ýœåé NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 4.3.9 ÅSSóïäïò: ⟨x; ⟨⟨a_1; a_2; : : : ; a_z⟩; ⟨w_1; w_2; : : : ; w_z′ ⟩⟩⟩ 1: if z ≠ z^′ then 2: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 3: end if 4: for i ← 1 to z do 5: åîïìïSSùóå ôçí åêôÝëåóç ôçò N_L ìå åSSóïäï a_i êáé ôéò ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò åðéëïãÝò ðïõ êáèïñSSæïíôáé áðü ôï w_i 6: if ç N äåí ôåñìáôSSæåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò then 7: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 8: end if 9: end for 10: for i ← 1 to z do 11: åîïìïSSùóå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ôçí åêôÝëåóç ôçò N_f ìå åSSóïäï ⟨a_i; x⟩ 12: if ç N_f ôåñìáôSSæåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò ìå Ýîïäï x then 13: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 14: end if 15: end for 16: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò

130ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

Áëãüñéèìïò 17 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí ãéá ìSSá NP ãëþóóá ðïõ Ýœåé NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 4.3.9 ÅSSóïäïò: y 1: if ôï y äåí åSSíáé ôçò ìïñöÞò y = ⟨x; ⟨⟨a_1; a_2; : : : ; a_z⟩; ⟨w_1; w_2; : : : ; w_z⟩⟩⟩ then 2: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðoäïœÞò 3: end if 4: for i ← 1 to z do 5: åîïìïSSùóå ôçí åêôÝëåóç ôçò N_L ìå åSSóïäï a_i êáé ôéò ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò åðéëïãÝò ðïõ êáèïñSSæïíôáé áðü ôï w_i 6: if ç N äåí ôåñìáôSSæåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò then 7: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 8: end if 9: end for 10: if x ∈ {a_1; a_2; : : : ; a_z} then 11: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 12: end if 13: for i ← 1 to z do 14: åîïìïSSùóå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ôçí åêôÝëåóç ôçò N_f ìå åSSóïäï ⟨a_i; x⟩ 15: if ç N_f ôåñìáôSSæåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò Þ ôåñìáôSSæåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò ìå Ýîïäï x then 16: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 17: end if 18: end for 19: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò

4.3. ÁÐÏÌÏÍÙÓÇ ÔÉÌÙÍ ÌÇ ÍÔÅÔÅÑÌÉÍÉÓÔÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ131

óõíáñôçóçò åðéëïãÞò, éóœýåé set-f(h; x) = {x}. ćñá ôï óýíïëï H_n Ýœåé ôçí éäéüôçôá:

(∀x ∈ L^{=n})(∃h ∈ H_n)[set-f(h; x) = {x}]

Áí L^{=n} = ∅, ïñSSæïõìå H_n = ∅. Ãéá êÜèå n ≥ 0 ïñSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç óõìâïõëþí g:

g(n) = ⟨⟨h_1; h_2; : : : ; h_{|Hn|}⟩; ⟨w_1; w_2; : : : ; w_{|Hn|}⟩⟩

üðïõ h_1; h_2; : : : ; h_{|Hn|} åSSíáé áêñéâþò ôá óôïéœåSSá ôïõ H_n, êáé ãéá êÜèå i ôï w_i åSSíáé ìÜñôõñáò ôçò áðïäïœÞò ôïõ h_i áðü ôçí N_L.

Ï åñìçíåõôÞò óõìâïõëþí åSSíáé ôï óýíïëï:

A = {⟨x; ⟨⟨a_1; a_2; : : : ; a_z⟩; ⟨w_1; w_2; : : : ; w_z′ ⟩⟩⟩ : z = z^′∧ (∀i : 1 ≤ i ≤ z)[w_i åSSíáé ìÜñôõñáò ôïõ a_i ∈ L]∧ (∃i : 1 ≤ i ≤ z)[set-f(a_i; x) = {x}]}

Ïé áëãüñéèìïé 16 êáé 17 åSSíáé ìç íôåôåñìéíéóôéêïSS áëãüñéèìïé ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæïõí ôá A êáé A, áíôSSóôïéœá. ćñá A ∈ NP ∩ coNP.

Èá äåSSîïõìå üôé ãéá êÜèå x, x ∈ L ⇔ ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A. ÿóôù x ∈ L. Ôüôå H_{|x|} ⊆ L^{=|x|} êáé Ýœïõìå äåé üôé õðÜñœåé h ∈ H_{|x|} þóôå set-f(h; x) = {x}. ćñá ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A. Ãéá ôçí áíôSSóôñïöç êáôåýèõíóç, Ýóôù üôé g(|x|) = ⟨⟨h_1; h_2; : : : ; h_{|x|}⟩; ⟨w_1; w_2; : : : ; w_{|x|}⟩⟩ êáé ⟨x; g(|x|)⟩ ∈ A. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ A, üëá ôá h_i áíÞêïõí óôï L^{=|x|} êáé õðÜñœåé h_i þóôå set-f(h_i; x) = {x}. Áðü ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò åðéëïãÞò Ýðåôáé üôé x ∈ L. ■ Èåþñçìá 4.3.10 [HNOS96] Áí êÜèå NPMV óõíÜñôçóç Ýœåé NPSV åêëÝðôõíóç, ôüôå PH = NP^{NP}.

Áðüäåéîç

Ëüãù ôùí èåùñçìÜôùí 4.3.8 êáé 4.3.9, áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé áí êÜèå NPMV óõíÜñôçóç Ýœåé NPSV åêëÝðôõíóç, ôüôå NP ⊆ NPSV-sel ∩ NP.

132ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

Èåùñïýìå ôçí ðëåéïíüôéìç óõíÜñôçóç f_{SAT} ç ïðïSSá ïñSSæåôáé ãéá êÜèå x, y áðü ôç óœÝóç set-f_{SAT}(x; y) = {x; y} ∩ SAT

Éóœýåé üôé f_{SAT} ∈ NPMV. Ç ìçœáíÞ Turing ðïõ ôçí õðïëïãSSæåé, óå åSSóïäï ⟨x; y⟩ åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýíá áðü ôá x, y êáé ìSSá áíÜèåóç ôéìþí ãéá ôçí åðéëåãìÝíç ëïãéêÞ Ýêöñáóç, êáé áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí ç áíÜèåóç ðïõ åðÝëåîå éêáíïðïéåSS ôçí Ýêöñáóç. Ôá ìïíïðÜôéá ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò äSSíïõí ùò Ýîïäï ôçí åðéëåãìÝíç ëïãéêÞ Ýêöñáóç.

Åöüóïí Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé êÜèå NPMV óõíÜñôçóç Ýœåé NPSV åêëÝðôõíóç, áò åSSíáé ç g_{SAT} ìSSá NPSV åêëÝðôõíóç ôçò f_{SAT}. Ðáñáôçñïýìå üôé ç g_{SAT} ïñSSæåôáé áí êáé ìüíï áí ôïõëÜœéóôïí Ýíá áðü ôá ïñSSóìáôÜ ôçò åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç ëïãéêÞ Ýêöñáóç. ÅðéðëÝïí, åSSíáé NPSV óõíÜñôçóç êáé áí ôïõëÜœéóôïí Ýíá áðü ôá ïñSSóìáôÜ ôçò åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç ëïãéêÞ Ýêöñáóç ôüôå êáé ç ôéìÞ åîüäïõ ôçò åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç ëïãéêÞ Ýêöñáóç. ÊáôÜ óõíÝðåéá ç g_{SAT} åSSíáé ìSSá NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï SAT, áðü ôï ïðïSSï Ýðåôáé üôé SAT ∈ NPSV-sel.

Èá äåSSîïõìå üôé êÜèå ãëþóóá ôçò êëÜóçò NP Ýœåé NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò. ÿóôù L ∈ NP. ÅðåéäÞ ôï SAT åSSíáé ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç NP ç L áíÜãåôáé ðïëõùíõìéêÜ óôï SAT, äçëáäÞ õðÜñœåé ìSSá g ∈ FP þóôå (∀x)[x ∈ L ⇔ g(x) ∈ SAT]. Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç g_L ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò:

set-g_L(x; y) =

{x} , áí set-g_{SAT}(g(x); g(y)) = {g(x)} {y} , áí set-g_{SAT}(g(x); g(y)) = {g(y)} ∅ , áëëéþò

Ç g_L åSSíáé NPSV óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôçí L, Üñá L ∈ NPSV-sel. ÊáôáëÞãïõìå ëïéðüí óôï æçôïýìåíï,

NP ⊆ NPSV-sel ⇒ NP ⊆ NPSV-sel ∩ NP ■

4.3. ÁÐÏÌÏÍÙÓÇ ÔÉÌÙÍ ÌÇ ÍÔÅÔÅÑÌÉÍÉÓÔÉÊÙÍ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÙÍ133

Ôï œáñáêôçñéóôéêü ðïõ åêìåôáëëåõüìáóôå êõñSSùò ãéá ôçí áðüäåéîç ôùí èåùñçìÜôùí 4.2.1, 4.2.3 êáé 4.3.9 åSSíáé üôé ï ïñéóìüò 4.1.1 äåí åðéâÜëëåé êáíÝíáí ðåñéïñéóìü óôçí ðïëõðëïêüôçôá õðïëïãéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò óõìâïõëþí, áëëÜ ìüíï óôï ìÞêïò ôùí ôéìþí ôçò. Ãéá ôï ëüãï áõôü ìáò áñêåSS, óôá ãñáöïèåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá 4.1.13 êáé 4.1.14, íá åîáóöáëSSóïõìå ôçí ýðáñîç ôïõ åêÜóôïôå õðïóõíüëïõ ôùí êüìâùí ôïõ ãñÜöïõ œùñSSò íá ìáò åíäéáöÝñåé ðüóï äýóêïëï åSSíáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá íá õðïëïãéóôåSS Ýíá ôÝôïéï õðïóýíïëï.

Óôá èåùñÞìáôá 4.2.1 êáé 4.2.3 ç åöáñìïãÞ ôùí áðïôåëåóìÜôùí ãéá ôïõò ãñÜöïõò ôïõñíïõÜ åSSíáé Üìåóç. ÁðåéêïíSSæïíôáò ôï ðñüâëçìá óå Ýíá ôïõñíïõÜ ìÝóù ôçò óõíÜñôçóçò åðéëïãÞò (\êåñäSSæåé üðïéïò åðéëÝãåôáé áðü ôç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò"), ç ýðáñîç ôïõ \ìéêñïý" õðïóõíüëïõ ôùí êüìâùí ðáñÝœåé åýêïëá ôüóï ôçí SSäéá ôç óõíÜñôçóç óõìâïõëþí üóï êáé ôï Üíù öñÜãìá óôï ìÞêïò ôùí ôéìþí ôçò.

Óôï èåþñçìá 4.3.9 ç êáôÜóôáóç åSSíáé ëSSãï ðéï ðïëýðëïêç. ÈÝëïõìå íá äåSSîïõìå üôé ï åñìçíåõôÞò óõìâïõëþí áíÞêåé óôï NP ∩ coNP. Ãéá ôçí áðüäåéîç üôé áíÞêåé óôï NP èá ìáò áñêïýóå ç SSäéá óõíÜñôçóç óõìâïõëþí ðïõ œñçóéìïðïéÞóáìå êáé óôï èåþñçìá 4.2.1, äçëáäÞ g(n) = H_n. Ï ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïõ áðïöáóSSæåé ôïí åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí, óå åSSóïäï ⟨x; ⟨a_1; a_2; : : : ; a_z⟩⟩ èá ìðïñïýóå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ íá åëÝãîåé áí êÜèå Ýíá áðü ôá a_i áíÞêåé óôçí L, êáé íá áðüññéøåé ôçí åSSóïäï áí Ýóôù êáé Ýíá äåí áíÞêåé. ĳìùò ï ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôï óõìðëÞñùìá ôïõ åñìçíåõôÞ óõìâïõëþí èá Ýðñåðå íá áðïäÝœåôáé ôçí åSSóïäï áí õðÜñœåé Ýíá a_i =∈ L. ÅðåéäÞ äåí åSSíáé ãíùóôü üôé L ∈ coNP, áõôü äåí ìðïñåSS íá ãSSíåé ìå áðåõèåSSáò åîïìïSSùóç ìç íôåôåñìéíéóôéêïý áëãïñSSèìïõ ãéá ôçí L. Áíáãêáæüìáóôå Ýôóé íá óõìðåñéëÜâïõìå óôç óõìâïõëÞ êáé Ýíáí ìÜñôõñá ãéá êÜèå a_i, þóôå ï Ýëåãœïò a_i ∈ L íá ìðïñåSS íá ãSSíåôáé óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï.

134ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÔÏÕÑÍÏÕÁ ÊÁÉ ÇÌÉÁÐÏÄÏÔÉÊÏÉ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÉ

ÊåöÜëáéï 5

ÅëÜôôùóç ìáñôýñùí

Ïé êëÜóåéò óõíáñôÞóåùí ðïõ Ýœïõìå óõíáíôÞóåé ìÝœñé óôéãìÞò åSSíáé ïé êëÜóåéò ôùí ìåñéêþí ìïíüôéìùí óõíáñôÞóåùí ðïõ õðïëïãSSæïíôáé óå íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï, ôùí ìåñéêþí ðëåéïíüôéìùí óõíáñôÞóåùí ðïõ õðïëïãSSæïíôáé óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé ôùí ìåñéêþí ìïíüôéìùí óõíáñôÞóåùí ðïõ õðïëïãSSæïíôáé óå ìç íôåôåñìéíéóôéêü ðïëõùíõìéêü œñüíï. Êáé óôéò ôñåéò êëÜóåéò, ïé ôéìÝò ôùí óõíáñôÞóåùí ðñïêýðôïõí áðü ôéò åîüäïõò ôùí èåùñïýìåíùí ìçœáíþí Turing óôá ìïíïðÜôéá ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò.

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá èåùñÞóïõìå óõíáñôÞóåéò ðïõ õðïëïãSSæïíôáé üœé áðü ôéò ôéìÝò ôùí åîüäùí, áëëÜ áðü ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Óêïðüò åSSíáé íá äéåñåõíÞóïõìå êáôÜ ðüóï ïé íÝåò êëÜóåéò óõíáñôÞóåùí ðïõ èá ïñSSóïõìå åSSíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò äéÜöïñåò áðëÝò áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò. Óôçí ðñïóðÜèåéá áðÜíôçóçò áõôïý ôïõ åñùôÞìáôïò èá áíáðôýîïõìå ìSSá èåùñSSá ðïõ Ýœåé ïìïéüôçôá, ôïõëÜœéóôïí ùò ðñïò ôç äéáôýðùóç, ìå ôç èåùñSSá ôçò NP-ðëçñüôçôáò. Ç ðáñïõóSSáóç áõôïý ôïõ êåöáëáSSïõ âáóSSæåôáé óå åñãáóSSá ôùí Ogihara, Hemachandra êáé Gupta [OH93, Gup95].

5.1 ÅéóáãùãéêÜ

Ãéá ôï ðáñüí êåöÜëáéï èá œñçóéìïðïéïýìå öõóéêïýò áñéèìïýò êáé óõìâïëïáêïëïõèSSåò œùñSSò äéÜêñéóç. Âáóéæüìáóôå âÝâáéá óôïí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí äýï óõíüëùí, ðïõ óå êÜèå öõóéêü áñéèìü n áíôéóôïéœSSæåé ôçí (n + 1)- ïóôÞ óõìâïëïáêïëïõèSSá êáôÜ ôç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç^1. Ðñüêåéôáé ãéá ìSSá áðåéêüíéóç ðïõ åSSíáé õðïëïãéóôÞ êáé áíôéóôñÝøéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ĳôáí ëÝìå üôé ìSSá ìçœáíÞ Turing õðïëïãSSæåé ìSSá óõíÜñôçóç áðü öõóéêïýò óå öõóéêïýò, ãéá ðáñÜäåéãìá ôçí ðñüóèåóç, èá åííïïýìå üôé ðáñÜãåé óôçí Ýîïäï ôç óõìâïëïáêïëïõèSSá ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï Üèñïéóìá ôùí öõóéêþí ðïõ áíôéóôïéœïýí óôéò äýï óõìâïëïáêïëïõèSSåò åéóüäïõ.

5.1.1 ÕðïëïãéóìïSS ìå âÜóç ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí

ĳðùò Ýœïõìå äåé, êÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ïñSSæåé ìSSá ãëþóóá L, ç ïðïSSá ðåñéëáìâÜíåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò óõìâïëïáêïëïõèSSåò x ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò ç N ìå åSSóïäï x Ýœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Ïé ãëþóóåò ðïõ ïñSSæïíôáé ìå áõôüí ôïí ôñüðï áðïôåëïýí ôçí êëÜóç NP. Ï áíôSSóôïéœïò ïñéóìüò ãéá ôçí êëÜóç coNP áðáéôåSS üôé ç åSSóïäïò ôçò ìçœáíÞò Turing áíÞêåé óôç ãëþóóá áí êáé ìüíï áí üëá ôá õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò.

Ðáñáôçñïýìå üôé êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïSSï ëåéôïõñãåSS ç ìçœáíÞ Turing åSSíáé SSäéïò, áëëÜ ãéá íá áðïöáóSSóïõìå áí ç åSSóïäïò áíÞêåé óôç ãëþóóá Þ üœé åëÝãœïõìå äéáöïñåôéêÞ óõíèÞêç ãéá ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí. ÓõãêåêñéìÝíá, óôçí ðñþôç ðåñSSðôùóç áðïäåœüìáóôå áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíáò ìÜñôõñáò. Óôç äåýôåñç ðåñSSðôùóç áðïäåœüìáóôå áí êáé ìüíï áí üëá ôá õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, äçëáäÞ õðÜñœïõí áêñéâþò 2^{p(|x|)} ìÜñôõñåò üðïõ x ç åSSóïäïò êáé p ôï ðïëõþíõìï ðïõ êáèïñSSæåé ôï ýøïò ôïõ äÝíôñïõ õðïëïãéóìïý.

1Ìåôáîý óõìâïëïáêïëïõèéþí äéáöïñåôéêïý ìÞêïõò, áõôÞ ìå ôï ìéêñüôåñï ìÞêïò åSSíáé êáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìéêñüôåñç.

5.1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÁ 137

Ôñïðïðïéþíôáò ôç óõíèÞêç ðïõ åëÝãœïõìå ãéá ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí, êáôáëÞãïõìå óôïí ïñéóìü ôùí áêüëïõèùí êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò.

Ïñéóìüò 5.1.1 1. [Sim75, Gil77] Ç êëÜóç PP ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇔ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| ≥ 2^{q(|x|)−1}

2. [Sim75, Wag86] Ç êëÜóç C_=P ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q, ìSSá óõíÜñôçóç f ∈ FP êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇔ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = f(x)

3. [OH93, FFK94] Ç êëÜóç SPP ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q, ìSSá óõíÜñôçóç f ∈ FP êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýïõí ôá ðáñáêÜôù:

• x ∈ L ⇒ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = f(x) • x =∈ L ⇒ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = f(x) − 1

4. [PZ83, GP86] Ç êëÜóç ⊕P ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇔ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| ≢ 0(mod2)

5. [CH90] Ãéá êÜèå k ≥ 2, ç êëÜóç Mod_kP ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇔ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| ≢ 0(modk)

Ãéá ôéò êëÜóåéò C_=P êáé SPP õðÜñœïõí êáé ïé áêüëïõèïé éóïäýíáìïé åíáëëáêôéêïSS ïñéóìïSS.

Ïñéóìüò 5.1.2 1. Ç êëÜóç C_=P ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇔ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = 2^{q(|x|)−1}

2. Ç êëÜóç SPP ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò ãëþóóåò L, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q, Ýíá ðïëõþíõìï p êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýïõí ôá ðáñáêÜôù:

• x ∈ L ⇒ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = 2^{p(|x|)} + 1 • x =∈ L ⇒ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = 2^{p(|x|)}

Ïé êëÜóåéò ðïõ ïñSSóáìå óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò, êáèþò êáé ìå Üëëåò êëÜóåéò ðïõ Ýœïõìå ïñSSóåé íùñSSôåñá, ìå ôïõò åîÞò åãêëåéóìïýò:

P ⊆ UP ⊆ SPP ⊆ ⊕P ⊆ PP

US ⊆ C_=P ⊆ PP

UP ⊆ SPP ⊆ ⊕P ∩ C_=P

5.1.2 Ïé êëÜóåéò #P, OptP

Ïñéóìüò 5.1.3 [Val79] Ç êëÜóç óõíáñôÞóåùí #P ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò óõíáñôÞóåéò f, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ þóôå ãéá êÜèå x ôï ðëÞèïò ôùí õðïëïãéóôéêþí ìïíïðáôéþí ôçò N ìå åSSóïäï x ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò íá åSSíáé SSóï ìå f(x).

Ç #P åSSíáé ëïéðüí ç êëÜóç ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ ìåôñïýí ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí ôçò åéóüäïõ ôïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç ðïõ óå êÜèå ëïãéêÞ

Ýêöñáóç áðåéêïíSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí áíáèÝóåùí ôéìþí ðïõ ôçí éêáíïðïéïýí áíÞêåé óôçí #P êáé ìÜëéóôá åSSíáé #P-ðëÞñçò, ùò ðñïò ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ ðïõ äéáôçñåSS ôï ðëÞèïò ôùí ëýóåùí (öåéäùëÞ áíáãùãÞ).

Ç äåýôåñç êëÜóç óõíáñôÞóåùí ðïõ èá ìáò áðáóœïëÞóåé óõëëáìâÜíåé ôçí Ýííïéá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåãéóôïðïSSçóçò. ÕðïôSSèåôáé üôé êÜèå õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ìSSáò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing ðáñÜãåé ùò Ýîïäï Ýíáí öõóéêü áñéèìü. Áí äåí ðáñÜãåé ñçôÜ ìSSá ôÝôïéá Ýîïäï, èåùñïýìå üôé áõôÞ åSSíáé ï áñéèìüò 0. Ìå êÜèå ìçœáíÞ Turing áõôïý ôïõ ôýðïõ óõóœåôSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç ðïõ áðåéêïíSSæåé ôçí åSSóïäï x óôç ìÝãéóôç ôéìÞ ðïõ åìöáíSSæåôáé ùò Ýîïäïò óå êÜðïéï õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé. Ç êëÜóç ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ ïñSSæïíôáé ìå áõôüí ôïí ôñüðï áðü ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò ìçœáíÝò Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ åSSíáé ç OptP.

Ïñéóìüò 5.1.4 [Kre88] Ç êëÜóç óõíáñôÞóåùí OptP ðåñéÝœåé áêñéâþò åêåSSíåò ôéò óõíáñôÞóåéò f ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

f(x) = max { i ∈ N :

õðÜñœåé õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ôçò N ìå åSSóïäï x ðïõ ðáñÜãåé Ýîïäï i }

5.2 ÊáôçãïñéïðïSSçóç ôùí éäéïôÞôùí êëåéóôüôçôáò

Ïé ðñÜîåéò óôéò ïðïSSåò èá áíáöåñüìáóôå åSSíáé áðåéêïíSSóåéò áðü æåýãç öõóéêþí óå öõóéêïýò. ËÝìå üôé ìSSá êëÜóç óõíáñôÞóåùí åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ìSSá ðñÜîç, áí ç óõíÜñôçóç ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí åöáñìïãÞ ôçò ðñÜîçò óå äýï ïðïéåóäÞðïôå óõíáñôÞóåéò ôçò êëÜóçò åîáêïëïõèåSS íá áíÞêåé óôçí êëÜóç.

Ïñéóìüò 5.2.1 Áí ff : N × N → N åSSíáé ìSSá ðñÜîç êáé F åSSíáé ìSSá êëÜóç óõíáñôÞóåùí ðïõ áðåéêïíSSæïõí öõóéêïýò óå öõóéêïýò, ëÝìå üôé ç F åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ff áí ãéá êÜèå f_1; f_2 ∈ F éóœýåé ff(f_1; f_2) ∈ F, üðïõ ff(f_1; f_2) åSSíáé ìSSá óõíÜñôçóç ðïõ ãéá êÜèå n ïñSSæåôáé ùò åîÞò: ff(f_1; f_2)(n) = ff(f_1(n); f_2(n)).

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç êëÜóç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðñüóèåóç êáé ùò ðñïò ðïëëáðëáóéáóìü, üðùò öáSSíåôáé áðü ôá äýï åðüìåíá èåùñÞìáôá.

Èåþñçìá 5.2.2 Ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðñüóèåóç.

Áðüäåéîç

ÿóôù f_1; f_2 ∈ #P, êáé áò åSSíáé N_1 (áíô. N_2) ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x Ýœåé f_1(x) (áíô. f_2(x)) õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Èåùñïýìå ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N, ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá áðü ôéò N_1, N_2 êáé åîïìïéþíåé ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìå åSSóïäï x. Áðü ôçí åîïìïSSùóç ôçò N_1 Ýœåé f_1(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé, êáé áðü ôçí åîïìïSSùóç ôçò N_2 Ýœåé f_2(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé. ćñá (f_1 + f_2) ∈ #P. ■

Èåþñçìá 5.2.3 Ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðïëëáðëáóéáóìü.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå êáé ðÜëé ôéò f_1; f_2 ∈ #P êáé ôéò áíôSSóôïéœåò ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò ìçœáíÝò Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, N_1 êáé N_2. ÿóôù ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N, ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x åîïìïéþíåé ôç ëåéôïõñãSSá ôçò N_1 ìå åSSóïäï x. Óå êÜèå õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé, áí ç N_1 áðïññSSðôåé ôçí åSSóïäï, ôüôå êáé ç N áðïññSSðôåé ôçí åSSóïäï. Áí ç N_1 áðïäÝœåôáé, ôüôå ç N åîïìïéþíåé ôçí N_2. ÊÜèå Ýíá áðü ôá f_1(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé óôçí åîïìïSSùóç ôçò N_1 êáôáëÞãåé óå f_2(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé óôçí åîïìïSSùóç ôçò N_2. ćñá óõíïëéêÜ Ýœïõìå f_1(x) · f_2(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé, êáé (f_1 · f_2) ∈ #P. ■ Óôá åðüìåíá èá ìáò áðáóœïëÞóåé ôï åñþôçìá êáôÜ ðüóï ç êëÜóç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ïñéóìÝíåò ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÝò ðñÜîåéò. Ìå ôïí üñï áõôü åííïïýìå ôéò ðñÜîåéò ff ãéá ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå æåýãïò åéóüäùí x, y õðïëïãSSæåé ôçí ôéìÞ ff(x; y). Èá äïýìå üôé ôï åñþôçìá áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç^2 åSSíáé ôüóï óçìáíôéêü ãéá ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôçò #P, üóï óçìáíôéêü åSSíáé êáé ôï åñþôçìá áí SAT ∈ P ãéá ôç èåùñSSá ôçò NP-ðëçñüôçôáò. ÅêåSS, ãíùñSSæïõìå áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôçí êëÜóç P, áëëÜ ãéá ôï SAT ôï åñþôçìá äåí Ýœåé áêüìç áðáíôçèåSS. ÅSSíáé ãíùóôü üìùò üôé ôï SAT åSSíáé NP-ðëÞñåò, äçëáäÞ áí SAT ∈ P (Þ áí ïðïéïäÞðïôå Üëëï NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá áíÞêåé óôçí P) ôüôå üëá ôá ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò NP åðSSóçò áíÞêïõí óôçí P. Åíôåëþò áíôSSóôïéœá, ãíùñSSæïõìå üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðñüóèåóç, ðïëëáðëáóéáóìü êáé Üëëåò ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÝò ðñÜîåéò, áëëÜ äåí ãíùñSSæïõìå áí åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç. ÌÜëéóôá, üðùò èá äïýìå óôçí åðüìåíç åíüôçôá, áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç ôüôå åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ïðïéáäÞðïôå ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç. ÅðïìÝíùò ç áöáSSñåóç åSSíáé êáôÜ ìSSá Ýííïéá \ðëÞñçò" ðñÜîç. Óå áõôÞí ôçí êáôçãïñSSá áíÞêåé êáé ç áêÝñáéá äéáSSñåóç. Ãéá Üëëåò ðñÜîåéò, üðùò åSSíáé ç åýñåóç åëáœSSóôïõ êáé ìåãSSóôïõ, ç ìåSSùóç êáôÜ Ýíá êáé ï õðïäéðëáóéáóìüò, äåí åSSíáé ãíùóôü áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áõôÝò, áëëÜ ïýôå Ýœåé áðïäåéœèåSS üôé åSSíáé \ðëÞñåéò". ÁõôÝò âñSSóêïõí áíÜëïãï óôç èåùñSSá NP-ðëçñüôçôáò óå åíäéÜìåóá ðñïâëÞìáôá üðùò åSSíáé ï éóïìïñöéóìüò ãñÜöùí, ãéá ôá ïðïSSá äåí Ýœåé âñåèåSS íôåôåñìéíéóôéêüò ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò áëëÜ ïýôå Ýœåé áðïäåéœèåSS üôé åSSíáé NP-ðëÞñç.

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé åíþ åSSíáé äõíáôüí íá áõîÞóïõìå ôïõò ìÜñôõñåò åíüò õðïëïãéóìïý ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, ç åëÜôôùóç ôïõò äéáéóèçôéêÜ åSSíáé ðéï äýóêïëç êáé ðéèáíþò íá åSSíáé áäýíáôç. ÌÜëéóôá, èá äïýìå ðùò ç õðüèåóç üôé ìðïñïýìå íá ìåéþóïõìå Ýóôù êáé êáôÜ Ýíá ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí Ýœåé óçìáíôéêÝò óõíÝðåéåò ãéá ôç èåùñSSá ðïëõðëïêüôçôáò, áöïý óõíåðÜãåôáé ôçí êáôÜññåõóç êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò ðïõ ðéóôåýåôáé åõñÝùò üôé åSSíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò. Óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò èá œáñáêôçñSSóïõìå êÜðïéåò ðñÜîåéò åðSS óõíáñôÞóåùí ôçò êëÜóçò #P ùò \ðëÞñåéò" Þ åíäéÜìåóåò, äéáôçñþíôáò ôçí ïñïëïãSSá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðá-

2ÅðåéäÞ áíáöåñüìáóôå óå áöáSSñåóç öõóéêþí, ðåñéïñéæüìáóôå óôçí \ãíÞóéá" áöáSSñåóç ⊖, ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò: a ⊖ b = max{0; a − b}.

ñáðÜíù áíáëïãSSá. ÐáñÜëëçëá, õðïèÝôïíôáò üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôçí åêÜóôïôå \ðëÞñç" Þ åíäéÜìåóç ðñÜîç èá êáôáëÞîïõìå óå êáôÜññåõóç ïñéóìÝíùí êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò, ãåãüíïò ðïõ õðïäåéêíýåé üôé êáôÜ ðÜóá ðéèáíüôçôá ç #P äåí åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôç èåùñïýìåíç ðñÜîç.

5.3 Êëåéóôüôçôá ôçò #P ùò ðñïò áöáSSñåóç

Èåþñçìá 5.3.1 Ïé áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò åSSíáé éóïäýíáìåò:

1. Ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç.

2. Ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ïðïéáäÞðïôå ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç.

3. UP = PP.

Áðüäåéîç

Ç óõíåðáãùãÞ (2) ⇒ (1) éóœýåé, áöïý ç áöáSSñåóç åSSíáé ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç.

Èá áðïäåSSîïõìå ôç óõíåðáãùãÞ (1) ⇒ (3). ÿóôù üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç. ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé PP ⊆ coNP êáé coNP ⊆ PP, áöïý áðü ôéò óœÝóåéò áõôÝò ðñïêýðôåé PP ⊆ UP, Üñá UP = PP áöïý åSSíáé ãíùóôü üôé UP ⊆ PP.

ÿóôù L ∈ PP. Áðü ôïí ïñéóìü 5.1.1 Ýðåôáé üôé õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q êáé ìSSá ãëþóóá A ∈ P þóôå ç L íá ìðïñåSS íá ïñéóôåSS ùò

L = {x : |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| ≥ 2^{q(|x|)−1}}

ÌÜëéóôá, ìðïñïýìå œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò íá èåùñÞóïõìå üôé ãéá êÜèå n, q(n) ≥ 1. Áõôü óõìâáSSíåé ãéáôSS áí ôá q, A éêáíïðïéïýí ôïí ïñéóìü ôçò PP ãéá ôçí L, ôüôå êáé ôá q^′, A^′ ôïí éêáíïðïéïýí, üðïõ ãéá êÜèå n ôï q^′ ïñSSæåôáé ùò q^′(n) = q(n) + 1, êáé A^′ = {⟨x; y0⟩ : ⟨x; y⟩ ∈ A} ∪ {⟨x; y1⟩ : ⟨x; y⟩ ∈ A}. Èåùñïýìå ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing Í, ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá y ìå ìÞêïò q(|x|) êáé áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí ⟨x; y⟩ ∈ A. Ç N ïñSSæåé ìSSá óõíÜñôçóç f ∈ #P ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé, ãéá êÜèå x:

x =∈ L ⇒ f(x) < 2^{q(|x|)−1}

x ∈ L ⇒ f(x) ≥ 2^{q(|x|)−1} ÅðSSóçò, ç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç 1 áíÞêåé óôçí #P êáé ç óõíÜñôçóç 2^{q(|x|)−1} áíÞêåé óôçí #P ëüãù ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing ðïõ åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá ìÞêïõò q(|x|) êáé áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí ôï ôåëåõôáSSï bit åSSíáé 0. ÿœïõìå õðïèÝóåé üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç, Üñá g ∈ #P üðïõ g(x) = 2^{q(|x|)−1} − 1, êáé h ∈ #P üðïõ h(x) = f(x) ⊖ g(x). Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ôçí h éóœýïõí, ãéá êÜèå x:

x =∈ L ⇒ h(x) = 0

x ∈ L ⇒ h(x) ≥ 1 Åöüóïí h ∈ #P, õðÜñœåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N^′ ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x, áí x ∈ L Ýœåé õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, åíþ áí x =∈ L üëá ôá õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ôçò êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò. ćñá L ∈ NP. ÿœïõìå ëïéðüí üôé PP ⊆ NP, êáé åðåéäÞ ç PP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò óõìðëÞñùìá [Sim75, Gil77] ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ôï æçôïýìåíï PP ⊆ coNP.

ÿóôù L ∈ coNP. Áõôü óçìáSSíåé üôé L ∈ NP, êáé ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäÝœåôáé ôçí L ïñSSæåé ìSSá óõíÜñôçóç f ∈ #P ãéá ôçí ïðïSSá éóœýïõí ãéá êÜèå x:

x ∈ L ⇒ f(x) = 0

x =∈ L ⇒ f(x) ≥ 1 ÅðSSóçò g ∈ #P, üðïõ g(x) = 1 ãéá êÜèå x, êáé áöïý Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç ôüôå êáé ç h(x) = g(x) ⊖ f(x) áíÞêåé óôçí #P. ĳìùò ãéá ôçí h éóœýïõí, ãéá êÜèå x:

x =∈ L ⇒ h(x) = 0 x ∈ L ⇒ h(x) = 1 ćñá õðÜñœåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäÝœåôáé ôçí L êáé ãéá êÜèå åSSóïäï Ýœåé ôï ðïëý Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. ÊáôÜ óõíÝðåéá L ∈ UP. Ôï æçôïýìåíï coNP ⊆ UP Ýðåôáé.

Ïëïêëçñþíïíôáò ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò, èá áðïäåSSîïõìå ôç óõíåðáãùãÞ (3) ⇒ (2). ÿóôù üôé UP = PP êáé áò åSSíáé f, g áõèáSSñåôåò óõíáñôÞóåéò ôçò êëÜóçò #P êáé op : N × N → N áõèáSSñåôç ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç. Èá äåSSîïõìå üôé h ∈ #P, üðïõ ãéá êÜèå x ç h ïñSSæåôáé ùò h(x) = op(f(x); g(x)).

ÁñœéêÜ, ðáñáôçñïýìå üôé ôá óýíïëá

B_f = {⟨x; n⟩ : f(x) ≥ n}

B_g = {⟨x; n⟩ : g(x) ≥ n} áíÞêïõí óôçí êëÜóç PP. Èá äåSSîïõìå üôé B_f ∈ PP. Ç áðüäåéîç ãéá ôï B_g åSSíáé üìïéá. Åöüóïí f ∈ #P, õðÜñœåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Ôuring N_1 ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x Ýœåé áêñéâþò f(x) ìïíïðÜôéá ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, êáé Ýóôù üôé ôï ìÞêïò êÜèå ìïíïðáôéïý åSSíáé q(|x|). Èåùñïýìå ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing Í ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï 18. Ãéá êÜèå åSSóïäï ⟨x; n⟩ ôï äÝíôñï õðïëïãéóìïý ôçò N_1 œùñSSæåôáé óå äýï õðïäÝíôñá. Óôï ðñþôï åîïìïéþíåôáé ç ëåéôïõñãSSá ôçò N_1 êáé äSSíåé f(x) ìïíïðÜôéá ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò, åíþ óôï äåýôåñï åîïìïéþíåôáé ç ìçœáíÞ Turing ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí óôáèåñÞ #P óõíÜñôçóç n ìå åíáëëáãìÝíåò ôéò êáôáóôÜóåéò áðïäïœÞò êáé áðüññéøçò. Ôï ýøïò ôïõ êÜèå õðïäÝíôñïõ åSSíáé b. ÿœïõìå ëïéðüí f(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé óôï ðñþôï õðïäÝíôñï, 2^b − n ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé óôï äåýôåñï õðïäÝíôñï, êáé óõíïëéêÜ 2^{b+1} ìïíïðÜôéá óôï äÝíôñï õðïëïãéóìïý ôçò N ìå åSSóïäï ⟨x; n⟩. Áí ⟨x; n⟩ ∈ B_f , ôüôå f(x) ≥ n êáé ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ áðïäÝœïíôáé åSSíáé 2^b + f(x) − n ≥ 2^b. ÁíôSSèåôá, áí ⟨x; n⟩ =∈ B_f ôüôå éóœýåé f(x) < n êáé ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ áðïäÝœïíôáé åSSíáé ìéêñüôåñï áðü 2^b. ćñá B_f ∈ PP.

Áëãüñéèìïò 18 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäåéêíýåé üôé {⟨x; n⟩ : f(x) ≥ n} ∈ PP üðïõ f ∈ #P, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.1 ÅSSóïäïò: ⟨x; n⟩ 1: z ← ôï ìéêñüôåñï i ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé 2^i ≥ n 2: b ← max{q(|x|); i} 3: åðÝëåîå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýíá y ∈ {0; 1} 4: if y = 0 then 5: åîïìïSSùóå ôç ëåéôïõñãSSá ôçò N_1 ìå åSSóïäï x, åðåêôåSSíïíôáò áí œñåéÜæåôáé êÜèå ìïíïðÜôé þóôå ôï äÝíôñï õðïëïãéóìïý íá åSSíáé ðëÞñåò, äõáäéêü, ìå ýøïò b 6: else if y = 1 then 7: åðÝëåîå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýíá w : 1 ≤ w ≤ 2^b 8: if w ≤ n then 9: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 10: else if w > n then 11: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 12: end if 13: end if

Èåùñïýìå åðéðëÝïí ôï óýíïëï V = { ⟨x; n_1; n_2⟩ :

⟨x; n_1⟩ ∈ B_f ∧ ⟨x; n_1 + 1⟩ =∈ B_f ∧ ⟨x; n_2⟩ ∈ B_g ∧ ⟨x; n_2 + 1⟩ =∈ B_g }

ðïõ ðåñéÝœåé ôñéÜäåò ôçò ìïñöÞò ⟨x; f(x); g(x)⟩. Ôï V áíÜãåôáé ìå áíáãùãÞ öñáãìÝíïõ ðSSíáêá áëçèåSSáò óôï B_f ⊕ B_g, üðïõ ôï óýìâïëï ⊕ óõìâïëSSæåé ôçí îÝíç Ýíùóç^3 ôùí óõíüëùí. ÅðåéäÞ ç êëÜóç PP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò (îÝíç) Ýíùóç êáé ùò ðñïò ôçí áíáãùãÞ öñáãìÝíïõ ðSSíáêá áëçèåSSáò [FR96], ðñïêýðôåé üôé V ∈ PP. ÿœïõìå õðïèÝóåé üôé UP = PP, Üñá V ∈ UP. Áò åSSíáé M_1 ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäÝœåôáé ôï V êáé ãéá êÜèå åSSóïäï Ýœåé ôï ðïëý Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. ÅðSSóçò, áöïý ïé f, g åSSíáé #P óõíáñôÞóåéò, õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï q þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé max{f(x); g(x)} ≤ 2^{q(|x|)}. Ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing M ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï 19 åîïìïéþíåé áñœéêÜ ôç ëåéôïõñãSSá ôçò M_1 ìå åSSóïäï ⟨x; i; j⟩, ãéá êÜèå äõíáôü æåýãïò (i; j). ÅðåéäÞ õðÜñœåé áêñéâþò Ýíá æåýãïò (i; j) ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé i = f(x) êáé j = g(x), áêñéâþò Ýíáò áðü áõôïýò ôïõò õðïëïãéóìïýò èá äþóåé áêñéâþò Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ áðïäÝœåôáé, åíþ üëá ôá ìïíïðÜôéá ôùí õðüëïéðùí õðïëïãéóìþí èá êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò. Áõôü ôï ìïíïðÜôé ãåííÜ áêñéâþò op(i; j) = op(f(x); g(x)) = h(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé, åíþ üëá ôá Üëëá ìïíïðÜôéá áðïññSSðôïõí ôçí åSSóïäï. Óõíåðþò ç M Ýœåé, ãéá êÜèå åSSóïäï x, áêñéâþò h(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé. ÿðåôáé ôï æçôïýìåíï h ∈ #P. ■ ÁðïäåSSîáìå ëïéðüí üôé ç áöáSSñåóç åSSíáé \ðëÞñçò" ðñÜîç ãéá ôçí êëÜóç #P, êáé åðéðëÝïí äþóáìå ìSSá êáôÜññåõóç êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò ðïõ œáñáêôçñSSæåé ðëÞñùò ôçí êëåéóôüôçôá ôçò #P ùò ðñïò ôçí áöáSSñåóç. ĳðùò öáSSíåôáé áðü ôï áêüëïõèï èåþñçìá, ðïõ äSSíïõìå œùñSSò áðüäåéîç, ç óõíèÞêç áõôÞ óõíåðÜãåôáé ôçí êáôÜññåõóç ðïëëþí Üëëùí êëÜóåùí, ìåôáîý ôùí ïðïSSùí

3ÃåíéêÜ, áí X; Y ⊆ Σ^? ôüôå ç îÝíç Ýíùóç ôùí X,Y åSSíáé ôï óýíïëï Z = X ⊕ Y = {0x : x ∈ X} ∪ {1y : y ∈ Y }.

Áëãüñéèìïò 19 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x ðáñÜãåé áêñéâþò op(f(x); g(x)) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé (f; g ∈ #P êáé op åSSíáé áõèáSSñåôç ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç), ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.1 ÅSSóïäïò: x 1: åðÝëåîå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýíá i : 0 ≤ i ≤ 2^{q(|x|)} 2: åðÝëåîå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýíá j : 0 ≤ i ≤ 2^{q(|x|)} 3: åîïìïSSùóå ôç ëåéôïõñãSSá ôçò M_1 ìå åSSóïäï ⟨x; i; j⟩ 4: if ç M_1 ôåñìáôSSæåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò then 5: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 6: else if ç M_1 ôåñìáôSSæåé ôçí åêôÝëåóÞ ôçò óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò then 7: åðÝëåîå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýíá k : 1 ≤ k ≤ op(i; j) 8: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 9: end if

êáé ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò. ÅðïìÝíùò ôï åíäåœüìåíï ç êëÜóç #P íá åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç èåùñåSSôáé åîáéñåôéêÜ áðSSèáíï.

Èåþñçìá 5.3.2 Áí UP = PP, ôüôå:

UP = NP = coNP = PH = ⊕P = PP = PP ∪ PP^{PP} ∪ PP^{PPPP} ∪ : : :

Ç áöáSSñåóç äåí åSSíáé ç ìüíç ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç ìå ôçí éäéüôçôá üôé áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ôçí ðñÜîç áõôÞ, ôüôå åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò üëåò ôéò ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÝò ðñÜîåéò. Ç áêÝñáéá äéáSSñåóç, ðïõ åSSíáé áêüìç ìSSá ðñÜîç ðïõ åëáôôþíåé ôïõò ìÜñôõñåò, Ýœåé åðSSóçò áõôÞ ôçí éäéüôçôá. Ôçí áêÝñáéá äéáSSñåóç ìåôáîý äýï áñéèìþí a êáé b èá ôç óõìâïëSSæïõìå ìå ôï óýìâïëï ⊘: a ⊘ b = ⌊a=b⌋. Ï ïñéóìüò 5.2.1 åSSíáé åëáöñþò ðñïâëçìáôéêüò ãéáôSS ç áêÝñáéá äéáSSñåóç a ⊘ b äåí ïñSSæåôáé áí b = 0. Èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ëïéðüí ôïí ïñéóìü 5.3.3 ãéá ôçí êëåéóôüôçôá ìSSáò êëÜóçò óõíáñôÞóåùí ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç.

Ïñéóìüò 5.3.3 Áí F åSSíáé ìSSá êëÜóç óõíáñôÞóåùí ðïõ áðåéêïíSSæïõí öõóéêïýò óå öõóéêïýò, ëÝìå üôé ç F åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç áí ãéá êÜèå f_1; f_2 ∈ F, üðïõ (∀n)[f_2(n) > 0], éóœýåé f_1 ⊘ f_2 ∈ F, üðïõ ãéá êÜèå n ç f_1 ⊘ f_2 ïñSSæåôáé ùò åîÞò: (f_1 ⊘ f_2)(n) = f_1(n) ⊘ f_2(n).

Èåþñçìá 5.3.4 Ïé áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò åSSíáé éóïäýíáìåò:

1. Ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç.

2. Ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ïðïéáäÞðïôå ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç.

3. UP = PP.

Áðüäåéîç

Ç óõíåðáãùãÞ (2) ⇒ (1) åSSíáé ðñïöáíÞò, êáé ôï èåþñçìá 5.3.1 åîáóöáëSSæåé ôç óõíåðáãùãÞ (3) ⇒ (2). ÅðïìÝíùò áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé (1) ⇒ (3).

ÿóôù üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç, êáé áò åSSíáé L ìSSá áõèáSSñåôç ãëþóóá ôçò êëÜóçò PP êáé N^′ ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïõ áðïäåéêíýåé üôé L ∈ PP, óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü 5.1.1. Áðü ôçí N^′ ìðïñïýìå åýêïëá íá êáôáóêåõÜóïõìå ìSSá ìçœáíÞ Turing N ðïõ éêáíïðïéåSS åðSSóçò ôïí ïñéóìü 5.1.1 êáé Ýœåé åðéðëÝïí ôçí éäéüôçôá íá õðÜñœåé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò k > 0 þóôå íá éóœýïõí:

• Ãéá êÜèå åSSóïäï x, ôï äÝíôñï õðïëïãéóìïý ôçò N Ýœåé áêñéâþò 2^{|x|k} õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá, êÜèå Ýíá áðü ôá ïðïSSá Ýœåé ìÞêïò áêñéâþò |x|^k.

• Ãéá êÜèå åSSóïäï x, x ∈ L áí êáé ìüíï áí ï õðïëïãéóìüò ôçò N Ýœåé ôïõëÜœéóôïí 2^{|x|k−1} ìïíïðÜôéá ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò.

• Ãéá êÜèå åSSóïäï x, ôï äÝíôñï õðïëïãéóìïý ôçò N Ýœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò.

Ç N ïñSSæåé áêüìç ôçí #P óõíÜñôçóç f. ÅðéðëÝïí, ç óõíÜñôçóç g ðïõ ãéá êÜèå x ïñSSæåôáé ùò g(x) = 2^{|x|k−1} áíÞêåé óôçí #P, êáé åðåéäÞ Ýœïõìå èåùñÞóåé üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé êáé ôçí h, üðïõ h(x) = f(x)⊘g(x). Ðáñáôçñïýìå üôé áí x ∈ L, h(x) = f(x)⊘g(x) = 1, åíþ áí x =∈ L éóœýåé h(x) = f(x) ⊘ g(x) = 0. ÄçëáäÞ ç ìçœáíÞ Turing ðïõ ïñSSæåé ôçí #P óõíÜñôçóç h áðïäÝœåôáé ôçí L êáé ãéá êÜèå åSSóïäï Ýœåé ôï ðïëý Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. ćñá L ∈ UP. ■ Óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.4 öáSSíåôáé êáèáñÜ ç ôåœíéêÞ ôçò åëÜôôùóçò ìáñôýñùí ðïõ œñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí áðüäåéîç áðïôåëåóìÜôùí óå áõôü ôï êåöÜëáéï. Ï óôüœïò åSSíáé íá äåSSîïõìå üôé áí êÜðïéá êëÜóç óõíáñôÞóåùí, üðùò ç #P, åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ìSSá ðñÜîç ðïõ ìåéþíåé ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí ôüôå êÜðïéåò êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò êáôáññÝïõí. ÊÜèå ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ïñSSæåé ôáõôüœñïíá ìSSá ãëþóóá ôçò êëÜóçò NP (áõôÞí ðïõ áðïäÝœåôáé) êáé ìSSá óõíÜñôçóç ôçò êëÜóçò #P (ôç óõíÜñôçóç ðïõ ìåôñÜåé ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí ôçò åéóüäïõ). Åêìåôáëëåõüìåíïé ôçí éäéüôçôá êëåéóôüôçôáò ðïõ õðïèÝôïõìå üôé éóœýåé, ðñïóðáèïýìå íá öÝñïõìå ôçí #P óõíÜñôçóç óå ìSSá ìïñöÞ ðïõ ìáò âïëåýåé, Ýôóé þóôå ç ìçœáíÞ Turing ðïõ ïñSSæåé ôç íÝá óõíÜñôçóç íá áðïäÝœåôáé ôçí SSäéá ãëþóóá áëëÜ ìå ëéãüôåñïõò ìÜñôõñåò.

Ôï ãåíéêü áõôü áðïäåéêôéêü óœÞìá åöáñìüæåôáé Üìåóá óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.4. Ôï SSäéï óœÞìá åöáñìüæåôáé êáé óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.1, üìùò åêåSS œñçóéìïðïéåSSôáé äýï öïñÝò ãéá ôçí áðüäåéîç äýï äéáöïñåôéêþí åãêëåéóìþí êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò.

5.4 ÅíäéÜìåóåò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôçò #P

ÅSSíáé åíäéáöÝñïí íá ðáñáôçñÞóåé êáíåSSò üôé ç êëåéóôüôçôá ôçò #P ùò ðñïò êÜðïéá \ðëÞñç" ðñÜîç (áöáSSñåóç Þ äéáSSñåóç) œáñáêôçñSSæåôáé ðëÞñùò êáé áðü êÜðïéá êáôÜññåõóç êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò. ÁíôSSèåôá, ç êëåéóôüôçôá ùò ðñïò ôéò åíäéÜìåóåò ðñÜîåéò äåí œáñáêôçñSSæåôáé ðëÞñùò áðü êÜðïéá ôÝôïéá êáôÜññåõóç. Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá œñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ðÜëé ôçí SSäéá ôåœíéêÞ ôçò åëÜôôùóçò ìáñôýñùí ãéá íá öôÜóïõìå óå áíáãêáSSåò óõíèÞêåò ãéá ôçí êëåéóôüôçôá ôçò #P ùò ðñïò äéÜöïñåò åíäéÜìåóåò ðñÜîåéò. ÖõóéêÜ, ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.1, éêáíÞ óõíèÞêç ãéá ôçí êëåéóôüôçôá ôçò #P ùò ðñïò ïðïéáäÞðïôå ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç åSSíáé ç UP = PP.

Ïé ðñÜîåéò ìå ôéò ïðïSSåò èá áóœïëçèïýìå åSSíáé ç åýñåóç åëáœSSóôïõ êáé ìåãSSóôïõ, ç åëÜôôùóç êáôÜ 1 êáé ç áêÝñáéá äéáSSñåóç ìå ôï 2. Óôç óõíÝœåéá ïñSSæïõìå ôé áêñéâþò åSSíáé ç êëåéóôüôçôá ôçò #P ùò ðñïò áõôÝò ôéò ðñÜîåéò. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ åëáœSSóôïõ êáé ôïõ ìåãSSóôïõ ï ïñéóìüò åSSíáé åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ôïõ ïñéóìïý 5.2.1.

Ïñéóìüò 5.4.1 1. Ç êëÜóç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åýñåóç åëáœSSóôïõ, áí ãéá êÜèå f; g ∈ #P éóœýåé h ∈ #P, üðïõ h åSSíáé ç óõíÜñôçóç ðïõ ãéá êÜèå x ïñSSæåôáé ùò h(x) = min{f(x); g(x)}.

2. Ç êëÜóç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åýñåóç ìåãSSóôïõ, áí ãéá êÜèå f; g ∈ #P éóœýåé h ∈ #P, üðïõ h åSSíáé ç óõíÜñôçóç ðïõ ãéá êÜèå x ïñSSæåôáé ùò h(x) = max{f(x); g(x)}.

3. Ç êëÜóç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åëÜôôùóç êáôÜ 1, áí ãéá êÜèå f ∈ #P éóœýåé h ∈ #P, üðïõ h åSSíáé ç óõíÜñôçóç ðïõ ãéá êÜèå x ïñSSæåôáé ùò h(x) = f(x) ⊖ 1.

4. Ç êëÜóç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç ìå ôï 2, áí ãéá êÜèå f ∈ #P éóœýåé h ∈ #P, üðïõ h åSSíáé ç óõíÜñôçóç ðïõ ãéá êÜèå x ïñSSæåôáé ùò h(x) = f(x) ⊘ 2.

Èåþñçìá 5.4.2 1. Áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åëÜôôùóç êáôÜ 1 ôüôå coNP ⊆ SPP (éóïäýíáìá, NP ⊆ SPP).

2. Áí UP = NP ôüôå ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åëÜôôùóç êáôÜ 1.

Áðüäåéîç

Ãéá ôï (1), Ýóôù üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åëÜôôùóç êáôÜ 1, êáé áò åSSíáé L ìSSá áõèáSSñåôç ãëþóóá ôçò NP êáé N ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôçí L. ÿóôù f ∈ #P ç óõíÜñôçóç ðïõ ïñSSæåôáé áðü ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ôçò N ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Åöüóïí õðïèÝôïõìå üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åëÜôôùóç êáôÜ 1, êáé ç g(x) = f(x) ⊖ 1 èá áíÞêåé óôçí #P. ćñá õðÜñœåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N^′ ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ êáé Ýíá ðïëõþíõìï p, þóôå ãéá êÜèå åSSóïäï x ï õðïëïãéóìüò ôçò N^′ íá Ýœåé áêñéâþò 2^{p(|x|)} õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ìÞêïõò p(|x|) áðü ôá ïðïSSá áêñéâþò g(x) êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Áí åíáëëÜîïõìå ôéò êáôáóôÜóåéò áðïäïœÞò êáé áðüññéøçò ôçò N^′, ðñïêýðôåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing Í^{′′} ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x Ýœåé 2^{p(|x|)} − g(x) õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. ćñá ç 2^{p(|x|)} − g(x) áíÞêåé óôçí êëÜóç #P. Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 5.2.2, êáé ç f(x) + (2^{p(|x|)} − g(x)) áíÞêåé óôçí #P. Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé ç ôåëåõôáSSá óõíÜñôçóç ðáSSñíåé ôéìÞ 2^{p(|x|)} áí x =∈ L, åíþ ðáSSñíåé ôéìÞ 2^{p(|x|)} + 1 áí x ∈ L. ćñá ç ìçœáíÞ Turing ðïõ ôçí ïñSSæåé áðïäåéêíýåé üôé L ∈ SPP. ÅðïìÝíùò NP ⊆ SPP, êáé åðåéäÞ ç SPP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò óõìðëÞñùìá áõôü éóïäõíáìåSS ìå coNP ⊆ SPP.

Ãéá ôï (2), Ýóôù üôé UP = NP. Áí f ∈ #P åSSíáé ìSSá áõèáSSñåôç óõíÜñôçóç êáé N åSSíáé ç áíôSSóôïéœç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ, èåùñïýìå ôï áêüëïõèï óýíïëï:

B = ⟨x; w⟩ :

w åSSíáé ìïíïðÜôé ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò N ìå åSSóïäï x ðïõ êáôáëÞãåé óå áðïäïœÞ êáé õðÜñœåé ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñï ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå áðïäïœÞ

B ∈ NP ìÝóù ôçò ìçœáíÞò Turing ðïõ åîïìïéþíåé ôçí N ìå åSSóïäï x êáé áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí ôï w åSSíáé õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ôçò N ìå åSSóïäï x ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò êáé ôï ôñÝœïí ìïíïðÜôé ôçò åîïìïSSùóçò êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò êáé åSSíáé ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñï áðü ôï w. Åöüóïí Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé UP = NP, B ∈ UP. ÕðÜñœåé ëïéðüí ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N^′ ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæåé ôï B êáé ãéá êÜèå åSSóïäï Ýœåé ôï ðïëý Ýíá õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò. Èåùñïýìå ôþñá ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïõ, ìå åSSóïäï x, åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ Ýíá ìïíïðÜôé w ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò N ìå åSSóïäï x êáé óôç óõíÝœåéá åîïìïéþíåé ôç ëåéôïõñãSSá ôçò N^′ ìå åSSóïäï ⟨x; w⟩. Ç ìçœáíÞ áõôÞ ëåéôïõñãåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé ãéá êÜèå ìïíïðÜôé ôçò N ðïõ áðïäÝœåôáé, åêôüò áðü ôï ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñï, ðñïêýðôåé ìïíïðÜôé ðïõ áðïäÝœåôáé åíþ üëá ôá õðüëïéðá áðïññSSðôïõí. ÄçëáäÞ ãéá êÜèå åSSóïäï x ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò åSSíáé f(x) ⊖ 1. ćñá ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åëÜôôùóç êáôÜ 1. ■ Ìå áõôü ôï èåþñçìá äåí œáñáêôçñSSóáìå ðëÞñùò ôçí êëåéóôüôçôá ôçò #P ùò ðñïò åëÜôôùóç êáôÜ 1 ìå êÜðïéá êáôÜññåõóç êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò, üìùò äþóáìå ìSSá éêáíÞ êáé ìSSá áíáãêáSSá óõíèÞêç ãéá áõôÞí. Ï ðëÞñçò œáñáêôçñéóìüò ìå ìSSá éêáíÞ êáé áíáãêáSSá óõíèÞêç ðáñáìÝíåé áíïéêôü ðñüâëçìá. Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé ç éêáíÞ óõíèÞêç (NP ⊆ UP) êáé ç áíáãêáSSá óõíèÞêç (NP ⊆ SPP) ìïéÜæïõí ðïëý ìåôáîý ôïõò, áöïý ç êëÜóç SPP ìðïñåSS íá èåùñÞèåé ùò ìSSá ãåíSSêåõóç ôçò UP.

Èåþñçìá 5.4.3 Áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç ìå ôï 2 ôüôå ⊕P = SPP.

Áðüäåéîç

ÿóôù üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç ìå ôï 2, êáé Ýóôù ìSSá ãëþóóá L ∈ ⊕P. ÕðÜñœåé ëïéðüí ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ êáé Ýíá ðïëõþíõìï p, þóôå ãéá êÜèå åSSóïäï x ç N íá Ýœåé áêñéâþò 2^{p(|x|)} õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá ìÞêïõò p(|x|) êáé x ∈ L áí êáé ìüíï áí ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ ïäçãïýí óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò åSSíáé ðåñéôôüò áñéèìüò. ÿóôù üôé ãéá êÜèå åSSóïäï x, ï õðïëïãéóìüò ôçò N Ýœåé f(x) ìïíïðÜôéá ðïõ áðïäÝœïíôáé. Ðñïöáíþò f ∈ #P. ÿœïõìå õðïèÝóåé üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áêÝñáéá äéáSSñåóç ìå ôï 2 êáé ãíùñSSæïõìå áðü ôï èåþñçìá 5.2.3 üôé åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðïëëáðëáóéáóìü. ćñá êáé ç óõíÜñôçóç g(x) = 2(f(x) ⊘ 2) áíÞêåé óôçí #P.

Áêüìç, ìå åíáëëáãÞ ôùí êáôáóôÜóåùí áðïäïœÞò êáé áðüññéøçò ôçò N ðñïêýðôåé üôé êáé ç óõíÜñôçóç f^′(x) = 2^{p(|x|)} −f(x) áíÞêåé óôçí #P. ÅðåéäÞ ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðñüóèåóç (èåþñçìá 5.2.2), êáé ç óõíÜñôçóç f^′(x)+ g(x) = 2^{p(|x|)} − f(x) + 2(f(x) ⊘ 2) áíÞêåé óôçí #P. ĳìùò ç óõíÜñôçóç áõôÞ

Ýœåé ôéìÞ 2^{p(|x|)} − 1 áí x ∈ L, åíþ Ýœåé ôéìÞ 2^{p(|x|)} áí x =∈ L. Óõíåðþò L ∈ SPP, ëüãù ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí #P óõíÜñôçóç f^′ + g. ÅðåéäÞ ç SPP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò óõìðëÞñùìá, Ýœïõìå L ∈ SPP, Üñá ⊕P ⊆ SPP.

ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé SPP ⊆ ⊕P. Áõôü éóœýåé œùñSSò ðñïûðïèÝóåéò. ÿóôù L ∈ SPP. Áðü ôïí ïñéóìü 5.1.1, õðÜñœåé A ∈ P, f ∈ FP êáé ðïëõþíõìï q þóôå ãéá êÜèå x ∈ L íá éóœýåé |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = f(x) êáé ãéá êÜèå x =∈ L íá éóœýåé |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = f(x) − 1. Ï áëãüñéèìïò 20 ðåñéãñÜöåé ìSSá ìç íôåôåñìéíóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x Ýœåé ðåñéôôü áñéèìü ìïíïðáôéþí ðïõ ôçí áðïäÝœïíôáé áí êáé ìüíï áí x ∈ L. ćñá L ∈ ⊕P. ■ Èåþñçìá 5.4.4 ÌSSá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç C_=P áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé ìSSá ãëþóóá B ∈ P êáé Ýíá ðïëõþíõìï r þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýïõí:

• x ∈ L ⇒ |{y : |y| = r(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ B}| = 2^{r(|x|)−2}

• x =∈ L ⇒ |{y : |y| = r(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ B}| < 2^{r(|x|)−2}

Áðüäåéîç

ÿóôù L ∈ C_=P. Áðü ôïí ïñéóìü 5.1.2, õðÜñœåé ìSSá ãëþóóá A ∈ P êáé Ýíá ðïëõþíõìï q þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ L ⇔ |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}| = 2^{q(|x|)−1}

Èåùñïýìå ôï ðïëõþíõìï r(n) = 2q(n) êáé ôç ãëþóóá B ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò:

B = {⟨x; z⟩ : (∃w_1; w_2 : |w_1| = |w_2| = q(|x|)) [w_1w_2 = z ∧ ⟨x; w_1⟩ ∈ A ∧ ⟨x; w_2⟩ =∈ A]}

ÖáSSíåôáé åýêïëá üôé B ∈ P. ÓõìâïëSSæïõìå ìå f(x) ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí ôïõ x ùò ðñïò A,q êáé ìå h(x) ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí ôïõ x ùò ðñïò B,r:

f(x) = |{y : |y| = q(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ A}|

Áëãüñéèìïò 20 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïäåéêíýåé üôé SPP ⊆ ⊕P, ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 5.4.3 ÅSSóïäïò: x 1: z ← f(x) 2: åðÝëåîå ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá w ìå ìÞêïò áêñéâþò q(|x|) 3: if ï z åSSíáé ðåñéôôüò Þ w ≻ 0^{q(|x|)} then 4: if ⟨x; w⟩ ∈ A then 5: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 6: else 7: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 8: end if 9: else 10: if ⟨x; w⟩ ∈ A then 11: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò 12: else 13: ôåñìÜôéóå ôçí åêôÝëåóç óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò 14: end if 15: end if h(x) = |{y : |y| = r(|x|) ∧ ⟨x; y⟩ ∈ B}|

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ óõíüëïõ B êáé ôïõ ðïëõùíýìïõ p ðñïêýðôåé üôé h(x) = f(x)(2^{q(|x|)} − f(x)). Áí x ∈ L, ôüôå éóœýåé f(x) = 2^{q(|x|)−1} êáé h(x) = 2^{2q(|x|)−2} = 2^{r(|x|)−2}. ÅðåéäÞ ç h(x) ìåãéóôïðïéåSSôáé üôáí f(x) = 2^{q(|x|)−1}, êáé f(x) = 2^{q(|x|)−1} áí êáé ìüíï áí x ∈ L, ðñïêýðôåé üôé ãéá êÜèå x =∈ L éóœýåé h(x) < 2^{r(|x|)−2}. ÅðïìÝíùò ôá B,r Ýœïõí ôéò éäéüôçôåò ðïõ æçôÜìå.

ÁíôSSóôñïöá, áí ãéá ìSSá ãëþóóá L õðÜñœåé B ∈ P êáé ðïëõþíõìï r ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò óõíèÞêåò ôïõ èåùñÞìáôïò ôüôå, åðéëÝãïíôáò áðëÜ q(n) = r(n) − 1, ôï ðïëõþíõìï q êáé ç ãëþóóá A éêáíïðïéïýí ôïí ïñéóìü 5.1.2 ãéá ôçí êëÜóç C_=P. ćñá L ∈ C_=P. ■ Èåþñçìá 5.4.5 1. Áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åýñåóç åëáœSSóôïõ ôüôå NP = UP.

2. Áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åýñåóç åëáœSSóôïõ ôüôå C_=P = SPP.

3. Áí ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åýñåóç ìåãSSóôïõ ôüôå C_=P = SPP.

Áðüäåéîç

Ãéá ôï (1), Ýóôù L ∈ NP êáé f ∈ #P ç óõíÜñôçóç ðïõ ìåôñÜåé ôï ðëÞèïò ôùí ìáñôýñùí ôçò L. Åöüóïí õðïèÝôïõìå üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åýñåóç åëáœSSóôïõ, ç óõíÜñôçóç h(x) = min{f(x); 1} áíÞêåé êáé áõôÞ óôçí #P. Ï õðïëïãéóìüò ôçò ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìçœáíÞò Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí h Ýœåé áêñéâþò Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò áí x ∈ L, åíþ üëá ôá ìïíïðÜôéá êáôáëÞãïõí óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò áí x =∈ L. ÊáôÜ óõíÝðåéá L ∈ UP. ÅðåéäÞ ùò ãíùóôüí éóœýåé UP ⊆ NP, ðñïêýðôåé ôåëéêÜ NP = UP.

Ãéá ôï (2), Ýóôù üôé L ∈ C_=P, êáé áò åSSíáé B ∈ P ç ãëþóóá êáé r ôï ðïëõþíõìï ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï èåþñçìá 5.4.4. ÅðåéäÞ B ∈ P, õðÜñœåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x åðéëÝãåé ìç íôåôåñìéíéóôéêÜ ìSSá óõìâïëïáêïëïõèSSá w ìÞêïõò áêñéâþò r(|x|) êáé áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí ⟨x; w⟩ ∈ B. Ãéá ôç óõíÜñôçóç f ∈ #P ðïõ áíôéóôïéœåSS óå áõôÞ ôç ìçœáíÞ, éóœýïõí, ãéá êÜèå x:

• x ∈ L ⇒ f(x) =^3_4 2^{r(|x|)}

• x =∈ L ⇒ f(x) >^3_4 2^{r(|x|)}

ÅðéðëÝïí, ïé óõíáñôÞóåéò g(x) = 1 +^3_4 2^{r(|x|)} êáé h(x) = min{f(x); g(x)} áíÞêïõí óôçí êëÜóç #P áöïý Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åýñåóç åëáœSSóôïõ êáé îÝñïõìå üôé åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü. Ãéá ôç óõíÜñôçóç h éóœýïõí, ãéá êÜèå x:

• x ∈ L ⇒ h(x) =^3_4 2^{r(|x|)}

• x =∈ L ⇒ h(x) = 1 +^3_4 2^{r(|x|)}

ÅðïìÝíùò L ∈ SPP, êáé åðåéäÞ ç SPP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò óõìðëÞñùìá ðñïêýðôåé ôåëéêÜ L ∈ SPP. ćñá C_=P ⊆ SPP, áðü ôï ïðïSSï ðñïêýðôåé üôé C_=P = SPP.

Ãéá ôï (3), Ýóôù L ∈ C_=P. Áðü ôï èåþñçìá 5.4.4, õðÜñœåé Ýíá ðïëõþíõìï r êáé ìSSá f ∈ #P ãéá ôçí ïðïSSá éóœýïõí, ãéá êáèå x:

• x ∈ L ⇒ f(x) = 2^{r(|x|)−2}

• x =∈ L ⇒ f(x) < 2^{r(|x|)−2}

ÅðéðëÝïí, ç óõíÜñôçóç g(x) = 2^{r(|x|)−2} − 1 áíÞêåé óôçí êëÜóç #P. Áöïý õðïèÝôïõìå üôé ç #P åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò åýñåóç ìåãSSóôïõ, êáé ç h(x) = max{f(x); g(x)} áíÞêåé óôçí #P. ĳìùò áí x ∈ L Ýœïõìå h(x) = 2^{r(|x|)−2}, åíþ áí x =∈ L Ýœïõìå h(x) = 2^{r(|x|)−2} − 1. ćñá L ∈ SPP, êáé C_=P = SPP. ■ 5.5 Êëåéóôüôçôá ôçò OptP ùò ðñïò áöáSSñåóç

Ãéá ôçí êëÜóç OptP ôSSèåôáé, üðùò êáé ãéá ôçí #P, ôï åñþôçìá êáôÜ ðüóï åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò äéÜöïñåò ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÝò ðñÜîåéò. ÖáSSíåôáé åýêïëá üôé åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü, üìùò äåí éóœýåé ôï SSäéï êáé ãéá ôçí áöáSSñåóç. ÌÜëéóôá éóœýåé ãéá ôçí êëÜóç OptP Ýíá èåþñçìá áíôSSóôïéœï ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3.1, äçëáäÞ ç áöáSSñåóç åSSíáé \ðëÞñçò" ðñÜîç êáé ãéá ôçí OptP.

Èåþñçìá 5.5.1 Ïé áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò åSSíáé éóïäýíáìåò:

1. Ç OptP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç.

2. Ç OptP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ïðïéáäÞðïôå ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç.

3. NP = coNP.

Áðüäåéîç

Ç óõíåðáãùãÞ (2) ⇒ (1) éóœýåé, áöïý ç áöáSSñåóç åSSíáé ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç.

Ãéá ôç óõíåðáãùãÞ (3) ⇒ (2), õðïèÝôïõìå üôé NP = coNP. ÿóôù f; g ∈ OptP êáé N_f , N_g ïé áíôSSóôïéœåò ìçœáíÝò Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ. ÄçëáäÞ ãéá êÜèå åSSóïäï x ç ìÝãéóôç ôéìÞ ðïõ ðñïêýðôåé ùò Ýîïäïò áðü ôçí N_f óå êÜðïéï õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé åSSíáé f(x), êáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ðïõ ðñïêýðôåé ùò Ýîïäïò áðü ôçí N_g óå êÜðïéï õðïëïãéóôéêü ìïíïðÜôé åSSíáé g(x). Èåùñïýìå áêüìç ôá óýíïëá:

L_f = {⟨x; i⟩ : f(x) > i}

L_g = {⟨x; i⟩ : g(x) > i} ÌSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïõ áðïöáóSSæåé ôï L_f , óå åSSóïäï ⟨x; i⟩ åîïìïéþíåé ôçí N_f ìå åSSóïäï x êáé óå êÜèå ìïíïðÜôé ôçò åîïìïSSùóçò áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí ç Ýîïäïò ôçò N_f åSSíáé ìåãáëýôåñç áðü i. ÅðïìÝíùò L_f ∈ NP êáé, ïìïSSùò, L_g ∈ NP. ÿœïõìå õðïèÝóåé üôé NP = coNP, Üñá L_f ; L_g ∈ NP êáé Ýóôù N_1, N_2 ïé ìç íôåôåñìéíéóôéêÝò ìçœáíÝò Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áðïöáóSSæïõí ôéò ãëþóóåò L_f êáé L_g, áíôSSóôïéœá.

Áí op : N×N → N åSSíáé ìSSá ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç, ï áëãüñéèìïò 21 ðåñéãñÜöåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ

Áëãüñéèìïò 21 Ìç íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå åSSóïäï x ðáñÜãåé ìïíïðÜôéá ôùí ïðïSSùí ç ìÝãéóôç ôéìÞ åîüäïõ åSSíáé áêñéâþò op(f(x); g(x)) (f; g ∈ OptP êáé op åSSíáé áõèáSSñåôç ðïëõùíõìéêÜ õðïëïãéóôÞ ðñÜîç), ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò 5.5.1 ÅSSóïäïò: x 1: åîïìïSSùóå ôç ëåéôïõñãSSá ôçò N_f ìå åSSóïäï x 2: z_1 ← ç Ýîïäïò ôïõ ôñÝœïíôïò õðïëïãéóôéêïý ìïíïðáôéïý ôçò N_f 3: åîïìïSSùóå ôç ëåéôïõñãSSá ôçò N_g ìå åSSóïäï x 4: z_2 ← ç Ýîïäïò ôïõ ôñÝœïíôïò õðïëïãéóôéêïý ìïíïðáôéïý ôçò N_g 5: åîïìïSSùóå ôç ëåéôïõñãSSá ôçò N_1 ìå åSSóïäï ⟨x; z_1⟩ 6: åîïìïSSùóå ôç ëåéôïõñãSSá ôçò N_2 ìå åSSóïäï ⟨x; z_2⟩ 7: if ç N_1 êáé ç N_2 ôåñìÜôéóáí ôçí åêôÝëåóÞ ôïõò óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò then 8: output op(z_1; z_2) 9: else 10: output 0 11: end if

ðïõ áðïäåéêíýåé üôé ç óõíÜñôçóç op(f(x); g(x)) áíÞêåé óôçí êëÜóç OptP. Óôç ãñáììÞ 21.7 åîáóöáëSSæåôáé üôé f(x) ≤ z_1 êáé g(x) ≤ z_2, üìùò åðåéäÞ ç f(x) åSSíáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôùí åîüäùí ôùí õðïëïãéóôéêþí ìïíïðáôéþí ôçò N_f êáé áíôSSóôïéœá ç g(x) åSSíáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôùí õðïëïãéóôéêþí ìïíïðáôéþí ôçò N_g ïé óõíèÞêåò áõôÝò éóïäõíáìïýí ìå z_1 = f(x) êáé z_2 = g(x). ćñá óôá ìïíïðÜôéá áõôÜ ç Ýîïäïò ôçò ìçœáíÞò åSSíáé op(f(x); g(x)). Óå üëá ôá Üëëá ìïíïðÜôéá ç Ýîïäïò åSSíáé 0. Óõíåðþò ãéá êÜèå åSSóïäï x ç ìÝãéóôç ôéìÞ åîüäïõ ôçò ìçœáíÞò åSSíáé op(f(x); g(x)), áöïý ðÜíôá èá õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá æåýãïò ìïíïðáôéþí ðïõ éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç ôçò ãñáììÞò 21.7.

ÔÝëïò, áðïäåéêíýïõìå ôç óõíåðáãùãÞ (1) ⇒ (3). ÿóôù üôé ç OptP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç êáé áò åSSíáé L ìSSá áõèáSSñåôç ãëþóóá ôçò êëáóçò NP êáé N ç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïõ ôçí áðïöáóSSæåé. Ðáñáôçñïýìå üôé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïõ åîïìïéþíåé ôçí N êáé äSSíåé Ýîïäï 1 áí ôï ìïíïðÜôé êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðïäïœÞò Þ

Ýîïäï 0 áí ôï ìïíïðÜôé êáôáëÞãåé óå êáôÜóôáóç áðüññéøçò áðïäåéêíýåé üôé ç œáñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôçò L áíÞêåé óôçí êëÜóç OptP. Óõíåðþò õðÜñœåé f ∈ OptP þóôå ãéá êÜèå x ∈ L, f(x) = 1 êáé ãéá êÜèå x =∈ L, f(x) = 0. Ç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç g(x) = 1 áíÞêåé åðSSóçò óôçí OptP. Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç h(x) = g(x) ⊖ f(x). Åöüóïí Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ç OptP åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áöáSSñåóç, h ∈ OptP. Ç h ðáSSñíåé ôéìÞ h(x) = 0 áí x ∈ L, åíþ ðáSSñíåé ôéìÞ h(x) = 1 áí x =∈ L. ćñá õðÜñœåé ìSSá ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing N^′ ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ áí ç åSSóïäüò ôçò áíÞêåé óôçí L üëá ôá ìïíïðÜôéá Ýœïõí Ýîïäï 0, åíþ áí ç åSSóïäïò äåí áíÞêåé óôçí L õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ Ýœåé Ýîïäï 1 êáé üëá ôá õðüëïéðá Ýœïõí Ýîïäï 0. Èåùñïýìå ôç ìç íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ðïõ ãéá åSSóïäï x åîïìïéþíåé ôç ëåéôïõñãSSá ôçò N^′ ìå åSSóïäï x êáé êÜèå ìïíïðÜôé áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí ç Ýîïäïò ôçò N^′ óôï ìïíïðÜôé áõôü åSSíáé 0. Áí x ∈ L üëá ôá ìïíïðÜôéá áðïäÝœïíôáé, åíþ áí x =∈ L õðÜñœåé ìïíïðÜôé ðïõ áðïññSSðôåé. Óõíåðþò L ∈ coNP. ÿðåôáé üôé NP ⊆ coNP, Üñá NP = coNP. ■

160 ÊÅÖÁËÁÉÏ 5. ÅËÁÔÔÙÓÇ ÌÁÑÔÕÑÙÍ

ÂéâëéïãñáöSSá

[ÆÜœ03a] Ó. ÆÜœïò. Áëãüñéèìïé êáé Ðïëõðëïêüôçôá: Óçìåéþóåéò. 2003.

[ÆÜœ03b] Ó. ÆÜœïò. ÓôïéœåSSá ÈåùñSSáò Áñéèìþí êáé ÅöáñìïãÝò óôçí ÊñõðôïãñáöSSá: Óçìåéþóåéò. 2003.

[ÆÜœ04a] Ó. ÆÜœïò. Õðïëïãéóéìüôçôá êáé Ðïëõðëïêüôçôá: Óçìåéþóåéò.

2004.

[ÔæÜ04b] Á. ÔæÜííåò. Ï Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí êáé êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò. ÄéðëùìáôéêÞ ÅñãáóSSá DT2004-0143, Åèíéêü Ìåôóüâéï ÐïëõôåœíåSSï, 2004.

[AFK89] M. Abadi, J. Feigenbaum, and J. Kilian. On hiding information from an oracle. Journal of Computer and System Sciences, 39(1):21{50, 1989.

[AR88] E. Allender and R. Rubinstein. P-printable sets. SIAM Journal on Computing, 17(6):1193{1202, 1988.

[BC94] D. P. Bovet and P. Crescenzi. Introduction to the Theory of Complexity. Prentice Hall International (UK) Limited, Campus 400, Maylands Avenue, Hemel Hempstead, Hertfordshire, HP2 7EZ, 1994.

[BDG88] J. L. Balc«azar, J. D«“az, and J. Gabarr«o. Structural Complexity I, volume 11 of Monographs on Theoretical Computer Science (EATCS). Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York, 1988.

[BDG90] J. L. Balc«azar, J. D«“az, and J. Gabarr«o. Structural Complexity II, volume 22 of Monographs on Theoretical Computer Science (EATCS). Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York, 1990.

[Bei89] R. Beigel. On the relativized power of additional accepting paths.

In Proceedings of the 4th Structure in Complexity Theory Conference, pages 216{224. IEEE Computer Society Press, June 1989.

[Ber77] L. Berman. Polynomial Reducibilities and Complete Sets. PhD thesis, Cornell University, Ithaca, NY, 1977.

[Ber78] P. Berman. Relationship between density and deterministic complexity of NP-complete languages. In 5th International Colloquium on Automata, Languages, and Programming, volume 62 of Lecture Notes in Computer Science, pages 63{71. Springer-Verlag, July 1978.

[BG82] A. Blass and Y. Gurevich. On the unique satis˛ability problem.

Information and Control, 55(1{3):80{88, 1982.

[BLS84] R. Book, T. Long, and A. Selman. Quantitative relativizations of complexity classes. SIAM Journal on Computing, 13(3):461{487, 1984.

[BLS85] R. Book, T. Long, and A. Selman. Quantitative relativizations of complexity classes. Journal of Computer and System Sciences, 30(3):395{413, 1985.

[CH90] J. Cai and L. Hemachandra. On the power of parity polynomial time. Mathematical Systems Theory, 23(2):95{106, 1990.

[Coo71] S. A. Cook. The complexity of theorem-proving procedures. Proceedings of the 3rd IEEE Symp. on the Foundations of Computer Science, pages 151{158, 1971.

[DSW94] M. D. Davis, R. Sigal, and E. J. Weyuker. Computability, Complexity and Languages. Morgan Kaufmann, 340 Pine Street, Sixth Floor, San Francisco, CA 94104-3205, 2nd edition, 1994.

[FFK94] S. Fenner, L. Fortnow, and S. Kurtz. Gap-de˛nable counting classes. Journal of Computer and System Sciences, 48(1):116{ 148, 1994.

[For79] S. Fortune. A note on sparse complete sets. SIAM Journal on Computing, 8(3):431{433, 1979.

[FR96] L. Fortnow and N. Reingold. PP is closed under truth-table reductions. Information and Computation, 124(1):1{6, 1996.

[Gil77] J. Gill. Computational complexity of probabilistic Turing machines. SIAM Journal on Computing, 6(4):675{695, 1977.

[GJ79] M. R. Garey and D. S. Johnson. Computers and Intractability:

A Guide to the Theory of NP-Completeness. W. H. Freeman and Company, San Francisco, 1979.

[GP86] L. Goldschlager and I. Parberry. On the construction of parallel computers from various bases of boolean functions. Theoretical Computer Science, 43(1):43{58, 1986.

[GS88] J. Grollmann and A. Selman. Complexity measures for publickey cryptosystems. SIAM Journal on Computing, 17(2):309{335, 1988.

[Gup95] S. Gupta. Closure properties and witness reduction. Journal of Computer and System Sciences, 50(3):412{432, 1995.

[HH88] J. Hartmanis and L. Hemachandra. Complexity classes without machines: On complete languages for UP. Theoretical Computer Science, 58(1{3):129{142, 1988.

[HHN^+95] L. Hemaspaandra, A. Hoene, A. Naik, M. Ogiwara, A. Selman, T. Thierauf, and J. Wang. Nondeterministically selective sets. International Journal of Foundations of Computer Science, 6(4):403{416, 1995.

[HNOS96] L. Hemaspaandra, A. Naik, M. Ogihara, and A. Selman. Computing solutions uniquely collapses the polynomial hierarchy. SIAM Journal on Computing, 25(4):697{708, 1996.

[HNP98] L. Hemaspaandra, C. Nasipak, and K. Parkins. A note on linearnondeterminism, linear-sized, Karp-Lipton advice for the Pselective sets. Journal of Universal Computer Science, 4(8):670{ 674, 1998.

[HO02] L. A. Hemaspaandra and M. Ogihara. The Complexity Theory Companion. Texts in Theoretical Computer Science (EATCS). Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York, 2002.

[HPR01] L. Hemaspaandra, K. Pasanen, and J. Rothe. If P != NP then some strongly noninvertible functions are invertible. In Proceedings of the 13th International Symposium on Fundamentals of Computation Theory, Lecture Notes in Computer Science, pages 162{171. Springer-Verlag, August 2001.

[HR99] L. Hemaspaandra and J. Rothe. Creating strong, total, commutative, associative one-way functions from any one-way function in complexity theory. Journal of Computer and System Sciences, 58(3):648{659, 1999.

[HT96] L. Hemaspaandra and L. Torenvliet. Optimal advice. Theoretical Computer Science, 154(2):367{377, 1996.

[HZ93] L. Hemaspaandra and M. Zimmand. Strong forms of balanced immunity. Technical Report TR-480, Department of Computer

Science, University of Rochester, Rochester, NY, December 1993. Revised, May 1994.

[Joc68] C. Jockusch. Semirecursive sets and positive reducibility. Transactions of the AMS, 131(2):420{436, 1968.

[K-am91] J. K-amper. Non-uniform proof systems: A new framework to describe non-uniform and probabilistic complexity classes. Theoretical Computer Science, 85(2):305{331, 1991.

[Kar72] R. M. Karp. Reducibility among combinatorial problems. In R. Miller and J. Thatcher, editors, Complexity of Computer Computations, pages 85{104. Plenum Press, New York, 1972.

[KL80] R. Karp and R. Lipton. Some connections between nonuniform and uniform complexity classes. In Proceedings of the 12th ACM Symposium on Theory of Computing, pages 302{309. ACM, ACM Press, April 1980.

[Ko83] K. Ko. On self-reducibility and weak P-selectivity. Journal of Computer and System Sciences, 26(2):209{221, 1983.

[Ko85] K. Ko. On some natural complete operators. Theoretical Computer Science, 37(1):1{30, 1985.

[Kre88] M. Krentel. The complexity of optimization problems. Journal of Computer and System Sciences, 36(3):490{509, 1988.

[Mah82] S. Mahaney. Sparse complete sets for NP: Solution of a conjecture of Berman and Hartmanis. Journal of Computer and System Sciences, 25(2):130{143, 1982.

[MS72] A. Meyer and L. Stockmeyer. The equivalence problem for regular expressions with squaring requires exponential space. In Proceedings of the 13th IEEE Symposium on Switching and Automata Theory, pages 125{129, October 1972.

[OH93] M. Ogiwara and L. Hemachandra. A complexity theory for feasible closure properties. Journal of Computer and System Sciences, 46(3):295{325, 1993.

[OW91] M. Ogiwara and O. Watanabe. On polynomial-time bounded truth-table reducibility of NP sets to sparse sets. SIAM Journal on Computing, 20(3):471{483, June 1991.

[Pap94] C. H. Papadimitriou. Computational Complexity. Addison- Wesley Publishing Company, Inc., 1994.

[PZ83] C. Papadimitriou and S. Zachos. Two remarks on the power of counting. In Proceedings 6th GI Conference on Theoretical Computer Science, volume 145 of Lecture Notes in Computer Science, pages 269{276. Springer-Verlag, January 1983.

[RS93] M. Rabi and A. Sherman. Associative one-way functions: A new paradigm for secret-key agreement and digital signatures. Technical Report CS-TR-3183/UMIACS-TR-93-124, Deparment of Computer Science, University of Maryland, College Park, Maryland, 1993.

[RS97] M. Rabi and A. Sherman. An observation on associative one-way functions in complexity theory. Information Processing Letters, 64(5):239{244, 1997.

[Sav70] W. J. Savitch. Relationship between nondeterministic and deterministic tape classes. Journal of Computer and System Sciences, 4:177{192, 1970.

[Sch76] C. P. Schnorr. Optimal algorithms for self-reducible problems.

In R. Milner, editor, 3rd Int. Coll. on Automata, Languages, and Programming, pages 322{337. Edinburgh University Press, 1976.

[Sel79] A. Selman. P-selective sets, tally languages, and the behavior of polynomial time reducibilities on NP. Mathematical Systems Theory, 13(1):55{65, 1979.

[Sel82a] A. Selman. Analogues of semirecursive sets and e¸ective reducibilities to the study of NP complexity. Information and Control, 52(1):36{51, 1982.

[Sel82b] A. Selman. Reductions on NP and P-selective sets. Theoretical Computer Science, 19(3):287{304, 1982.

[Sel94] A. Selman. A taxonomy of complexity classes of functions. Journal of Computer and System Sciences, 48(2):357{381, 1994.

[She86] A. Sherman. Cryptology and VLSI. PhD thesis, Massachusettes Institute of Technology, Cambridge, MA, 1986. Available as Technical Report MIT/LCS/TR-381.

[Sim75] J. Simon. On Some Central Problems in Computational Complexity. PhD thesis, Cornell University, Ithaca, NY, January 1975. Available as Cornell Department of Computer Science Technical Report TR75-224.

[Sip97] M. Sipser. Introduction to the Theory of Computation. PWS Publishing Company, 1997.

[SM73] L. Stockmeyer and A. Meyer. Word problems requiring exponential time. In Proc. 5th ACM Symp. on Theory of Computing, pages 1{9, 1973.

[Sto76] L. Stockmeyer. The polynomial-time hierarchy. Theoretical Computer Science, 3(1):1{22, 1976.

[Val76] L. Valiant. The relative complexity of checking and evaluating.

Information Processing Letters, 5(1):20{23, 1976.

[Val79] L. Valiant. The complexity of computing the permanent. Theoretical Computer Science, 8(2):189{201, 1979.

[Wag86] K. Wagner. The complexity of combinatorial problems with succinct input representations. Acta Informatica, 23(3):325{356, 1986.

[Wan] R. Wang. Lecture notes on NP-Completeness.

[Wat88] O. Watanabe. On hardness of one-way functions. Information Processing Letters, 27(3):151{157, 1988.

Document powered by LATEX