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PerÐlhyh

H paroÔsa ergasÐa afor� èna eÐdoc qrwmatismoÔ kìmbwn gr�fwn pou deÐqnei
na èqei kerdÐsei to endiafèron twn "jewrhtik¸n". Wc kÐnhtro dhmiourgÐac autoÔ
mporoÔn na jewrhjoÔn ta kuyelwt� dÐktua, an kai efarmogèc tou emfanÐzontai kai
se �lla antikeÐmena.

AfoÔ doÔme endeiktik� k�poia gewmetrik� apotèlesmata ja epikentrwjoÔme
sthn melèth tou probl matoc se gr�fouc alusÐdec. Se autoÔc, to prìblhma mpo-
reÐ na p�rei mia dunamik  di�stash me idiaÐtero endiafèron. Pio sugkekrimèna, o
gr�foc ja apokalÔptetai se b mata kai o qrwmatismìc ja prèpei se k�je b ma na
eÐnai ègkuroc. Ja d¸soume thn up�rqousa ierarqÐa gia ton trìpo thc dunamik c em-
f�nishc twn kìmbwn kai ja parousi�soume touc kalÔterouc gnwstoÔc algìrÐjmouc
gia k�je kl�sh aut c.
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Mèroc I

Conflict free genik�
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Kef�laio 1

Eisagwg 

1.1 To genikì prìblhma

1.1.1 Ta kuyelwt� dÐktua

Ta kuyelwt� dÐktua eÐnai eterogen  dÐktua me duo diaforetikoÔc tÔpouc kìmbwn:
a) touc stajmoÔc b�shc oi opoÐoi èqoun dedomènec jèseic sto q¸ro kai droun san
servers kai
b) touc sundromhtèc-pel�tec oi opoÐoi èqoun dunatìthta kÐnhshc.
Oi servers-stajmoÐ eÐnai diasundedemènoi metaxÔ touc me èna exwterikì stantar dÐ-
ktuo epikoinwnÐac.
Oi pel�tec mporoun na sundèontai mìno me k�poion apì touc server kai ìqi metaxÔ
touc. Aut  h sÔndesh epitugq�netai mèsw radiosuqnot twn.
Stouc servers dÐnontai k�poiec stantar suqnìthtec stic opoÐec oi pel�tec mporoÔn
na sundejoÔn.
Oi pel�tec apì thn �llh y�qnoun suneq¸c gia suqnìthtec me ìso to dunatìn ka-
lÔterh antapìkrish. Aut  h anaz thsh gÐnetai autìmata kai all�zei autìmata mia
sÔndesh me èna stajmì se k�poia �llh me k�poio �llo stajmì an brei kalÔterh
antapìkrish (dedomènou oti o pel�thc kineÐtai).

Ac fantastoÔme èna pel�th o opoÐoc brÐsketai sthn aktÐna met�doshc dÔo stajm¸n.
An autoÐ oi dÔo stajmoÐ èqoun thn Ðdia suqnìthta tìte sÐgoura ja parousi�zontai
parembolèc amoibaÐa kai stouc dÔo stajmoÔc. 'Etsi h sÔndesh me opoiod pote apì
touc dÔo sugkrouìmenouc stajmoÔc ja èqei anepijÔmhto jìrubo kai kanènac apì
touc dÔo stajmoÔc den ja eÐnai kat�llhloc gia qr sh. GenikeÔontac, k�je stajmìc
mporeÐ na exuphret sei èna pel�th mìno an h sÔndes  tou me autìn ton pel�th eÐnai
arket� 'dunat ' kai oi parembolèc apì touc �llouc stajmoÔc eÐnai arket� "asjeneÐc'.

4



1.1.2 O orismìc tou probl matoc
To prìblhma mac eÐnai na anajèsoume suqnìthtec stouc stajmoÔc me trìpo ¸ste se
opoid pote shmeÐo kai an brejeÐ pel�thc na mporeÐ na sundejeÐ se k�poion apì touc
stajmoÔc qwrÐc jìrubo. 'Epiplèon ìmwc, dedomènou oti to f�sma suqnot twn eÐnai
periorismèno kai oti pollèc suqnìthtec kostÐzoun (agor� dikaiwm�twn), jèloume
na epitÔqoume el�qisto arijmì diaforetik¸n suqnot twn.

MporoÔme plèon na orÐsoume pio austhr� to prìblhm� mac.

Orismìc 1.1.1. Conflict free qrwmatismìc
'Estw X ènac dedomènoc q¸roc (p.q. to epÐpedo) kai èstw S mia oikogèneia upo-
sunìlwn tou X (p.q. dÐskoi ta kèntra twn opoÐwn antistoiqoÔn stouc stajmoÔc).
Mia sun�rthsh c:S → N eÐnai ènac conflict free qrwmatismìc tou S ann gia k�je
x ∈ ⋃

u∈Su up�rqei ènac arijmìc i (qr¸ma pou antistoiqeÐ se suqnìthta) tètoioc
pou to sÔnolo {u ∈ S : x ∈ u & c(u) = i} na eÐnai monosÔnolo.

Orismìc 1.1.2. To prìblhma tou el�qistou conflict free qrwmstismoÔ
To prìblhma eÔreshc miac sun�rthshc conflict free qrwmatismoÔ h eikìna thc opoÐ-
ac ja èqei thn el�qisth dunat  plhjikìthta (ja qrhsimopoieÐ san eikìnec ìso duna-
tìn ligoterouc fusikoÔc arijmoÔc) onom�zetai prìblhma tou el�qistou conflict free
qrwmstismoÔ.

Proc dieukìlunsh tou anagn¸sth, sthn sunèqeia antÐ gia sun�rthsh qrwmati-
smoÔ apl� ja mil�me gia qrwmatismì tou S.
Sthn morf  pou parousi�zetai parap�nw to prìblhma mporeÐ na anaqjeÐ se prì-
blhma qrwmatismoÔ gr�fwn kai sunep¸c h lÔsh tou eÐnai exÐsou dÔskolh akìmh kai
an anazhtoÔme lÔsh me prosseggistikì algìrijmo. Sth genik  tou morf  loipìn
to prìblhma eÐnai NP-hard. Sqetik� apotelèsmata mporeÐ na brei o anagn¸sthc
sto [CCJ90]
H melèth autoÔ tou probl matoc prwtoxekÐnhse sta [ELRS03] kai [Smo03]. Se
pollèc peript¸seic ìmwc h duskolÐa tou probl matoc mporeÐ na all�zei. Aut  h
allag  sun jwc ofeÐletai sto gegonìc oti oikogèneia sunìlwn S tou probl matoc
perièqei sÔnola sugkekrimènhc morf c. Gia par�deigma, an to X eÐnai to epÐpedo, to
S mporeÐ na eÐnai eÐte oikogèneia kleist¸n dÐskwn (melet�te sto [PT03] )   oikogè-
neia kanonik¸n exag¸nwn eÐte parallhlogr�mmwn (melet�te sta [EM06] kai [KS04]
) eÐte akìmh kai hmiepipèdwn (melet�te sto [KS04]). 'Eqei dojeÐ kai ènac genikìc
algìrijmoc gia oikogèneiec perioq¸n me sqedìn grammik  poluplokìthta ènwshc
(sto [KS04]. 'Ola aut� ta probl mata parousi�zoun idiaÐtero endiafèron. H sug-
kekrimènh ergasÐa èqei san jèma thc ìmwc mÐa �llh proèktash tou probl matoc h
opoÐa ja parousiasteÐ argìtera. Endeiktik� ja doÔme ti gÐnete sthn perÐptwsh twn
dÐskwn sto epÐpedo k�ti pou ja mac d¸sei thn eukairÐa na eis�goume kai to duikì
prìblhma tou conflict free qrwmatismoÔ perioq¸n.
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1.2 Conflict free qrwmatismoÐ shmeÐwn
H epÐlush thc perÐptwshc qrwmatismoÔ twn dÐskwn sto epÐpedo an�getai se epÐlush
qrwmatismoÔ shmeÐwn sto q¸ro sebìmenoi jetikoÔc hmiq¸rouc. Ti shmainei autì...
'Estw P sÔnolo shmeÐwn tou <d kai R sÔnolo embelei¸n autoÔ (p.q. dÐskoi sto
epÐpedo, polÔedra   kai hmÐqwroi sto q¸ro). Jèloume se k�je shmeÐo tou q¸rou
mac na d¸soume ènan arijmì ¸ste k�je embèleia tou R pou perièqei kìmbouc tou
P na perièqei kai èna kìmbo me monadikì qr¸ma.

Orismìc 1.2.1. Conflict free qrwmatismìc tou P pou sèbetai to R (ja lème tou
sust matoc (P, R)) eÐnai k�je sun�rthsh c : P → N tètoia pou

(∀r ∈ R)[P ∩ r 6= ∅⇒ (∃p ∈ P ∩ r)(∀q ∈ P ∩ r)[p 6= q → c(p) 6= c(q)]

Par�deigma 1.2.1. An P sÔnolo shmeÐwn tou epipèdou kai R to sÔnolo ìlwn
twn dÐskwn tou epipèdou tìte stouc dÐskouc pou faÐnontai sto sq ma (all� kai se
opoiousd pote �llouc tètoiouc mporoÔme na skeftoÔme) ja prèpei na up�rqei shmeÐo
tou P (kìmboc) me monadikì qr¸ma.

Sq ma 1.1: Ta shmeÐa sto epÐpedo kai dÔo embèleiec

To duðkì prìblhma èrqetai me "fusikì� trìpo an skeftoÔme touc pel�tec na eÐnai
autoÐ pou eqoun thn embèleia kai oti autoÐ mporoÔn na sundèontai stouc stajeroÔc
stajmoÔc-kìmbouc tou P an touc brÐskoun mèsa sthn embèlei� touc. H kÐnhsh twn
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pelat¸n sto q¸ro eÐnai aut  pou dÐnei kai thn (genik�) �peirh oikogèneia embelei¸n
R.

Parak�tw ja doÔme èna genikì algìrijmo pou ìpote mporeÐ na efarmosteÐ dÐnei
kal� apotelèsmata sthn epÐlush tou prol matoc. Pr¸ta ja doÔme èna qr simo
orismì.

'Estw èna sÔsthma (P, R). Tìte:

Orismìc 1.2.2. Gr�foc Delaunay tou sust matoc (P, R) eÐnai o gr�foc pou èqei

• n = |P | kìmbouc (pou antistoiqoÔn sta shmeÐa tou P ) kai

• san akmèc ìla ta zeÔgh twn kìmbwn gia ta opoÐa up�rqei embèleia sto R pou
perièqei mìno autoÔc kai kanèna �llo shmeÐo tou P

1.2.1 O Algìrijmoc
'Estw mac dÐnetai èna sÔsthma (P, R).

1. Kataskeu�zoume ton gr�fo Delaunay autoÔ.

2. BrÐskoume èna "bolikì� independent set tou , Q, kai qrwmatÐzoume touc kìm-
bouc autoÔ me Ðdio qr¸ma pou den prìkeitai na xanaqrhsimopoi soume

3. Anadromik� epanalamb�noume apì to b ma 1 gia to sÔsthma (P \Q,R) ewc
ìtou qrwmatistoÔn ìloi oi kìmboi.

Gia thn orjìthta tou algorÐjmou eÐmaste bèbaioi. 'Estw mia tuqaÐa embèleia
pou perièqei k�poia stoiqeÐa-kìmbouc tou P . 'Estw Y to sÔnolo aut¸n pou pou
qrwmatÐsthkan teleutaÐoi.
Isqurismìc. To Y eÐnai monosÔnolo.

Pr�gmati giatÐ diafretik� oi kìmboi pou eis ljan sthn teleutaÐa epan�lhyh
tou algorÐjmou ja an kan ìloi se èna independent set pou eÐnai �topo kaj¸c o
gr�foc eÐnai sunektikìc.

'Oson afor� to bolikì independent set, kaneÐc den mac bebai¸nei oti up�rqei
p�nta. Bolikì jewreÐtai an eÐnai arket� meg�lo, thc t�xhc tou Ω(n)   akìmh
kai Ω(n1−ε) gia 0 < ε < 1, kaj¸c tìte mporoÔme na fr�xoume ton arijmì twn
epanal yewn me O(log n) kai O(nε) antÐstoiqa.

An o gr�foc Delaunay eÐnai epÐpedoc tìte xèroume oti eÐnai kai qrwmatÐsimoc
me 4 qr¸mata (m�lista autì epitugq�netai se poluwnumikì qrìno). 'Ara se k�je
b ma ja qrwmatÐzetai toul�qiston to 1

4 twn kìbwn pou eis ljan. Se autèc tic
peript¸seic qrhsimopoiÔntai O(log n) qr¸mata kaj¸c upojètontac oti qrhsimopoÐ-
jhkan k qr¸mata kai sumbolÐzontac me ak touc kìmbouc thc k-sthc epan�lhyhc
tou algorÐjmou èqoume:

1 = ak ≤ 3
4
ak−1 ≤ . . . ≤ (

3
4
)k−1a1 = n ⇒ k ≤ log 4

3
n + 1
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Par�deigma 1.2.2. Sto sq ma faÐnetai h dr�sh tou algorÐjmou se sÔsthma
(P, R) me P to epÐpedo kai R to sÔnolo twn dÐskwn tou epipèdou. Endeiktik� sto
tèloc blèpoume kai dÔo embèleiec.

Sq ma 1.2: Dr�sh tou algorÐjmou gia shmeÐa sto epÐpedo

To O(log n) apodeiknÔetai ìmoia se k�je perÐptwsh ìpou to independent set
eÐnai toul�qiston a|P |, me qr sh k ≤ log 1

1−a
n + 1 qrwm�twn.

1.2.2 (ShmeÐa tou q¸rou, jetikoÐ hmÐqwroi)
Sthn arq  thc enìthtac eÐpame pwc ja doÔme thn perÐptwsh tou conflict free qrwma-
tismoÔ shmeÐwn tou q¸rou sebìmenoi jetikoÔc hmiq¸rouc, tou sust matoc dhlad 
(P, R) ìpou P shmeÐa tou <3 kai R to sÔnolo twn jetik¸n hmiq¸rwn tou <3.

'Estw èna tètoio sÔsthma (P, R) kai P
′ ta shmeÐa pou apoteloÔn thn kurt 

j kh tou P tìte:

Isqurismìc. An k�noume conflict free qrwmatismì tou sust matoc (P
′
, R) kai qrw-

matÐsoume ta shmeÐa tou P \ P
′ me monadikì qr¸ma tìte o qwmatismìc tou (P,R)

ja eÐnai conflict free

Pr�gmati giatÐ an skeftoÔme ton opoiod pote hmÐqwro tìte autìc ja perièqei
sÐgoura èna shmeÐo thc kurt c j khc tou P . Ola ta shmeÐa ektìc apì aut� thc
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kurt c j khc diafèroun se qr¸ma apì aut� thc kurt c j khc kai sthn kurt  j kh
ja up�rqei kìmboc me monadikì qr¸ma.

Skopìc mac loipìn eÐnai na qrwmatÐsoume swst� touc kìmbouc pou spoteloÔn
thn kurt  j kh.

Ja deÐxoume oti o gr�foc Delaunay aut¸n eÐnai epÐpedoc kai autì mac arkeÐ gia
na deÐxoume oti o qrwmatismìc qrhsimopoeÐ O(log n) qr¸mata. Gia na to deÐxoume
autì arkeÐ na deÐxoume oti h probol  tou gr�fou sto epÐpedo twn xy den èqei
diastaur¸seic. Ed¸ qrei�zetai arket  fantasÐa.

Ac skeftoÔme 4 shmeÐa tètoia pou an ta sundèame ìla me ìla na dhmiourgeÐtai
diastaÔrwsh (h kurt  j kh thc probol  touc sto epÐpedo eÐnai kurtì polÔgwno).
ArkeÐ na exet�soume mìno aut  thn perÐptwsh. Se mia tètoia perÐptwsh ja mpo-
roÔsame na jewr soume an� dÔo ta shmeÐa apènanti.

Ac skeftoÔme to epÐpedo D pou dhmiourgoÔn 3 apì aut�. Tìte autì, q.b.t.g,
ja af nei to tètarto shmeÐo eÐte apì p�nw tou eÐte apì k�tw tou.

Isqurismìc. An to af nei apì p�nw tou tìte ta dÔo apènanti tou epipèdou, èstw a
kai b, den mporoÔn na brejoÔn potè se hmÐqwro pou ja perièqei mìno aut�.

ToÔto isqÔei giatÐ an up�rqei tètoioc hmiq¸roc pou oriojeteÐtai apì èna epÐpedo
F ja prèpei na perièqei kai to eujÔgrammo tm ma ab kai na af nei ston arnhtikì
hmiq¸ro ta �lla dÔo shmeÐa, èstw c kai d, kai to eujÔgrammo tm ma cd. Me touc
exeÐc sullogismoÔc odhgoÔmaste se �topo:

• Metafèroume to epÐpedo par�llhla mèqri na perièqei to èna apì ta a kai b
(to pr¸to pou ja ft�sei), èstw to a. Ta c kai d exakoloujoÔn na brÐskontai
apì thn arnhtik  meri� tou epipèdou.

• Strèfoume to epÐpedo gÔrw apì ton �xona pou pern� apì to a kai eÐnai
par�llhloc me to cd, mèqri na perièqei kai to b. Autìc o �xonac mac bebai¸nei
oti ta c kai d exakoloujoÔn kai brÐskontai sthn arnhtik  meri� tou epipèdou!

• Strèfoume to epÐpedo gÔrw apì to ab wste na perièqei kai to c (an to c to
trÐto shmeÐo tou epipèdou D, q.b.t.g.). To d exakoloujeÐ na brÐsketai sthn
arnhtik  meri� tou epipèdou

• �topo giatÐ ft�same kai fti�xame to D kai katafèrame na èqei to tètarto
shmeÐo apì k�tw tou.

O teleutaÐoc isqurismìc mac upodhl¸nei ìti sÐgoura k�poia apì ta dÔo zeug�ria
apènanti shmeÐwn den mporeÐ na èqei akm  sto gr�fo Delaunay, afoÔ p�nta k�poia
tri�da ja kataskeu�zei epÐpedo pou ja af nei to tètarto shmeÐo apì p�nw.

Kat� sunèpeia o gr�foc Delaunay twn shmeÐwn pou sqhmatÐzoun thn kurt 
j kh eÐnai epÐpedoc kai deÐxame autì pou jèlame

H anagwg 
Epanerqìmaste sto prìblhma tou conflict free qrwmatismoÔ dÐskwn sto epÐpedo.
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Ja to lÔsoume an�gwnt�c to sto prìblhma pou lÔsame prohgoumènwc. (H anagwg 
prwtoemfanÐsthke sto [Smo06] ):

1. se k�je shmeÐo (a, b) antistoiqoÔme to epÐpedo me parametrik  exÐswsh z(a, b) =
−2ax− 2by + a2 + b2

2. se k�je kÔklo ((x, y), r) antistoiqÐzoume to shmeÐo (x, y, r2 − x2 − y2)

'Ena shmeÐo (a, b) an kei ston kÔklo ((x, y), r) ann

(x− a)2 + (y − b)2 ≤ r2

pou isodÔnama eÐnai

−2ax− 2by + a2 + b2 ≤ r2 − x2 − y2

dhlad  ean to shmeÐo pou antistoiqeÐ ston kÔklo brÐsketai p�nw apì to epÐpedo
pou antistoiqeÐ sto shmeÐo. 'Etsi k�noume conflict free qrwmatismì twn shmeÐ-
wn sebìmenoi ta jetik� hmiepÐpeda kai ta qr¸mata twn shmeÐwn ta dÐnoume stouc
antÐstoiqouc kÔklouc. Kat� sunèpeia to prìblhma tou conflict free qrwmatismoÔ
dÐskwn sto epÐpedo mporeÐ na lujeÐ me qr sh O(log n) qrwm�twn.

Sto shmeÐo autì ja xefÔgoume apì thn gewmetrik  skopi� kai ja suneqÐsoume
blèpontac to prìblhma mèsa apì thn montelopoÐhsh (mèsw grafojewrÐac) pou
mporoÔme na tou k�noume.

1.3 Conflict free qrwmatismoÐ se diast mata
1.3.1 MontelopoÐhsh tou arqikoÔ probl matoc
Ja d¸soume ton trìpo montelopoÐhshc gia to arqikì genikì prìblhma. Xekin�me
me èna gnwstì orismì pou Ðswc bohj sei sthn katanìhsh tou epìmenou orismoÔ.

Orismìc 1.3.1. Gr�foc G(V,E) onom�zetai k�je zeÔgoc sunìlwn V kai E gia to
opoÐo

• V eÐnai èna sÔnolo kìmbwn

• E eÐnai èna sÔnolo mh diatetagmènwn zeug¸n tou V .

H montelopoÐhsh tou probl matoc den ja gÐnei ìmwc me gr�fouc. Ja orÐsoume
mia genÐkeush twn gr�fwn me thn opoÐa mporoÔme na k�noume pl rh montelopoÐhsh.

Orismìc 1.3.2. Upergr�foc G(V, E) onom�zetai k�je zeÔgoc sunìlwn V kai E
gia to opoÐo

• V eÐnai èna sÔnolo kìmbwn
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Sq ma 1.3: Oi embèleiec twn stajm¸n sto q¸ro. Me arijmoÔc oi stajmoÐ
kai me gr�mmata ta komm�tia tou q�rth pou dhmoiourgeÐte

• E eÐnai èna sÔnolo uposunìlwn tou V .

Orismìc 1.3.3. Conflict free qrwmatismìc enìc upergr�fou onom�zetai k�je qrw-
matismìc twn kìmbwn tou (sun�rthsh antistoÐqhsh qr¸matoc stouc kìmbouc tou)
ètsi ¸ste se k�je uperakm  tou upergr�fou na up�rqei toul�qiston ènac kìmboc
me monadikì qr¸ma an�mesa sta �lla qr¸mata pou emfanÐzontai stouc upìloipouc
kìmbouc thc uperakm c.

Gia thn montelopoÐhsh tou probl matoc kataskeu�zoume ènan upergr�fo o
opoÐoc

• èqei tìsouc kìmbouc ìsouc stajmoÔc èqei to epÐpedo gia to opoÐo èqei tejeÐ
to prìblhma kai

• èqei (sqedìn!) tìsec uperakmèc ìsa qwrÐa èqei o q�rthc pou dhmiourgeÐtai
apì thn apeikìnish thc oikogèneiac S twn sunìlwn sto epÐpedo kai k�je upe-
rakm  pou antistoiqeÐ se èna qwrÐo perièqei akrib¸c ekeÐnouc touc kìmbouc
gia touc opoÐouc oi antÐstoiqoi stajmoÐ eÐnai prosb�simoi apì pel�tec mèsa
sto qwrÐo. (Prohgoumènwc to 'sqedìn' diatup¸jhke giatÐ k�poia diaforetik�
qwrÐa mporeÐ na antistoiqoÔn sthn Ðdia uperakm ).

H epÐlush plèon tou arqikoÔ probl mtoc an�getai se epÐlush eÔreshc conflict free
qrwmatismoÔ (me ìso to dunatìn ligìtera qr¸mata) gia ton antÐstoiqo upergr�fo.
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Par�deigma 1.3.1. Sto sq ma blèpoume tic embèleiec twn stajm¸n sto q¸ro kai
ton antÐstoiqo q�rth pou dhmiourgeÐtai. Kataskeu�zoume lopìn ton gr�fo G(V,E).

• To sÔnolo V ja perièqei tìsouc kìmbouc ìsoi eÐnai kai oi stajmoÐ tou pro-
bl matoc, dhlad  pènte. 'Estw o kìmboc 1 gia ton stajmì 1, o kìmboc 2 gia
ton stajmì 2, o kìmboc 3 gia ton stajmì 3 o kìmboc 4 gia ton stajmì 4 kai
o kìmboc 5 gia ton stajmì 5. Kataskeu�same loipìn to V = {1, 2, 3, 4, 5}

• To sÔnolo E perièqei tìsec uperakmèc ìsec kai ta qwrÐa tou q�rth pou dh-
mourgeÐtai (afoÔ tuqaÐnei ìla na dhmiourgoÔn diaforetikèc uperakmèc), dh-
lad  9. Gia k�je qwrÐo epilègoume tuqaÐo shmeÐo tou, upojètoume Ôparxh
pel�th se autì kai koit�me se poioÔc stajmoÔc autìc mporeÐ na sundejeÐ. To
sÔnolo twn kìmbwn pou antistoiqoÔn se autoÔc touc stajmoÔc to k�noume
uperakm  tou E. Aut  th diadikasÐa thn k�noume gia k�je qwrÐo tou q�rth
telik� paÐrnoume to E na eÐnai

E =
{

a = {1}, b = {1, 3}, c = {3}, d = {2, 3}, e = {1, 2, 3}, f = {2},

g = {1, 2}, h = {1, 4}, i = {4}
}

Sq ma 1.4: Oi stajmoÐ sthn eujeÐa kai oi antÐstoiqec embèleiec

Sthn paroÔsa diplwmatik  ergasÐa melet�te mia eÔkolh morf  tou probl ma-
toc, an jewr soume ta dedomèna statik� (all� den ja ta jewr soume!). Upojè-
toume oti oi stajmoÐ den brÐskontai opoud pote sto q¸ro all� ep�nw se eujeÐa.
Upojètoume epÐshc ìti èqoun thn Ðdia embèleia kai oti aut  eÐnai arket� meg�lh
¸ste ana dÔo oi stajmoÐ b�shc na èqoun koin� shmeÐa stic embèleièc touc. H
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montelopoÐhsh gÐnetai me ton Ðdio trìpo. To par�deigma pou akoloujeÐ afor� to
parap�nw sq ma.

Par�deigma 1.3.2. Sto sq ma tou paradeÐgmatoc

• Sth montelopoÐhsh to V eÐnai to gnwstì V = {1, 2, 3, 4}
• en¸ to E eÐnai to

E =
{
{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}

}

Prosèxte thn morf  twn uperakm¸n kaj¸c sthn epìmenh enìthta ja ekme-
taleutoÔme aut  th morf  kai ja k�noume alli¸c thn montelopoÐhsh aut c thc
upoperÐptwshc tou probl matoc (pio eÔkolh profan¸c montelopoÐhsh).

1.3.2 MontelopoÐhsh mèsw gr�fwn
Orismìc 1.3.4. Monop�ti enìc gr�fou onom�zetai k�je akoloujÐa kìmbwn tou
gr�fou tètoia pou k�je zeÔgoc suneqìmenwn kìmbwn aut c thc akoloujÐac na an kei
sto sÔnolo twn akm¸n tou gr�fou.

Orismìc 1.3.5. AlusÐda enìc gr�fou onom�zetai k�je monop�ti tou gr�fou sto
opoÐo oi kìmboi emfanÐzontai mÐa for�.

MporoÔme na orÐsoume conflict free qrwmatismì se alusÐda kai se gr�fo (en-
nalaktik� an den ton doÔme san upergr�fo!) wc ex c:

Orismìc 1.3.6. 1. Mia alusÐda eÐnai conflict free qrwmatismènh an up�rqei
kìmboc se aut  me monadikì qr¸ma an�mesa sta qr¸mata twn �llwn kìmbwn
thc alusÐdac.

2. 'Enac gr�foc eÐnai conflict free qrwmatismènoc an k�je alusÐda tou eÐnai eÐnai
conflict free qrwmatismènh

Wc gnwstìn èna gr�fo G(V, E) mporoÔme na ton parast soume sto epÐpedo me
boÔlec oi opoÐec antistoiqoÔn stouc kìmbouc, kai grammèc pou en¸noun tic boÔlec,
oi opoÐec antistoiqoÔn stic akmèc.
MporoÔme fusik� kai antÐstrofa na p�roume ton gr�fo G(V, E) an xèroume thn
apeikìnis  tou sto epÐpedo.

Orismìc 1.3.7. 'Enac gr�foc eÐnai gr�foc-alusÐda an den èqei kÔklouc kai ìloi
oi kìmboi tou mporoÔn na sqhmatÐsoun alusÐda

An fantastoÔme touc stajmoÔc sthn eujeÐa san kìmbouc kai thn Ðdia thn eu-
jeÐa (qwrÐc tic hmieujeÐec pou dhmiourgoÔntai èxw apì touc stajmoÔc), paÐrnoume
mia apeikìnih enìc gr�fou-alusÐda. ApodeiknÔetai oti h epÐlush tou probl matoc
tou conflict free qrwmatismoÔ ston paragìmeno apì thn montelopoÐhsh upergr�fo
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eÐnai isodÔnamh me thn epÐlush tou probl matoc tou conflict free qrwmatismoÔ ston
proanaferjènta paragìmeno gr�fo-alusÐda. Autì giatÐ oi kìmboi tou gr�fou kai
tou upergr�fou pou prokÔptoun eÐnai Ðdioi kai k�je uperakm  tou upergr�fou an-
tistoiqei se akrib¸c mia alusÐda tou gr�fou kai antÐstrofa. H apìdeixh mporeÐ na
gÐnei eÔkola all� den èqei idiaÐterh shmasÐa na thn k�noume.

Sto par�deigma pou akoloujeÐ dÐnetai mÐa diaÐsjhsh thc apìdeixhc, arkeÐ na
èqoume up' ìyin mac kai to par�deigma thc antÐstoiqhc montelopoÐhshc me upergr�-
fouc (to prohgoÔmeno par�deigma).
Epeidh k�je for� ì gr�foc pou prokÔptei eÐnai gr�foc-alusÐda, k�je alusÐda au-
toÔ mporeÐ na prosdioristeÐ apì to zeÔgoc twn �krwn thc (anti {a, b} ja gr�foume
a− b). Sto ex c ja tic prosdiorÐzoume me ton parap�nw trìpo (bl. par�deigma).

Par�deigma 1.3.3. 'Eqoume touc Ðdiouc stajmoÔc me to prohgoÔmeno par�deigma
Sto sq ma faÐnontai o paragìmenoc gr�foc kai ìlec oi alusÐdec autoÔ oi opoÐec
eÐnai:
i ≡ 1− 1, ii ≡ 2− 2, iii ≡ 3− 3, iv ≡ 4− 4, v ≡ 1− 2 (  kai 2− 1 antÐ gia {1, 2}),
vi ≡ 3− 4, vii ≡ 2− 3, viii ≡ 1− 3, ix ≡ 2− 4 kai x ≡ 1− 4

An koit�xoume ta dÔo teleutaÐa paradeÐgmata ja doÔme thn 1-1 kai epÐ anti-
stoiqÐa an�mesa stÐc uperakmèc tou upergr�fou thc montelopoÐhshc kai tic akmèc
tou gr�fou tic montelopoÐhshc. Se k�je uperakm  antistoiqeÐ h alusÐda pou èqei
akrib¸c touc kìmbouc thc uperakm c sthn akoloujÐa pou thn prosdiorÐzei. Se k�je
alusÐda antistoiqeÐ h uperakm  pou perièqei akrib¸c stouc kìmbouc pou perièqon-
tai sthn alusÐda (p.q. sta dÔo paradeÐgmata h uperakm  c = {1, 2, 3} antistoiqeÐ
sthn alusÐda viii = 1−3 kaj¸c aut  perièqei touc kìmbouc 1 2 kai 3 tou gr�fou).
Autì ofeÐletai sto gegonìc oti oi embèleiec ìlwn twn stajm¸n epilèqjhkan na
eÐnai Ðdiec kai an antiparab�loume ta dÔo paradeÐgmata ja bebaiwjoÔme gia autì.
GenikeÔontac thn idèa mporoÔme na k�noume kai thn apìdeixh.

Sto kurÐwc mèroc thc ergasÐac, kajìti oi orismoÐ tou probl matoc (ètsi ìpwc
touc d¸same) se gr�fo kai upergr�fo eÐnai isodÔnamoi, ja epilÔoume to prìblh-
ma mèsw gr�fwn kaj¸c k�ti tètoio eÐnai eukolìtero kai sthn perigraf  kai sthn
katanìhsh.

Sto ex c epikentrwnìmaste mìno sto jewrhtikì problhma tou conflict free qrw-
matismoÔ twn gr�fwn-alusÐdwn (touc opoÐouc ja touc gr�foume apl� gr�fouc,
enno¸ntac fusik� gr�fouc-alusÐdec).

1.3.3 H ierarqÐa
'Opwc proannaggèljhke  dh ìmwc emeÐc den ja melet soume thn statik  perÐptw-
sh se autì to prìblhma (toul�qiston ìqi mìno aut ). Ja melet soume dunamikèc
peript¸seic ìpou nèoi kìmboi emfanÐzontai sthn eujeÐa mac se b mata kai kaloÔ-
maste na touc dÐnoume qr¸ma ¸ste na eÐnai o qrwmatismìc conflict free qwrÐc na
all�zoume ta qr¸mata twn prohgoÔmenwn kìmbwn.
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Sq ma 1.5: a) oi stajmoÐ sth eujeÐa, b) o paragìmenoc gr�foc kai g) oi
antÐstoiqec alusÐdec

Ja eis�goume thn akìloujh ierarqÐa gia thn prohgoÔmenh di�stash tou probl ma-
toc, ierarqÐa pou dÐnei tautìqrona kai to bajmì duskolÐac k�je probl matoc pou
ja an kei se k�poia kl�sh aut c. Skopìc mac p�nta eÐnai ston telikì gr�fo na
qrhsimopoÔntai ìso to dunatìn ligìtera qr¸mata.

Statik  perÐptwsh. Se aut  thn perÐptwsh olìklhroc o gr�foc apokalÔptetai
apì thn arq  kai zhteÐtai ènac el�qistoc conflict free qrwmatismìc tou.

Dunamikèc peript¸seic. Stic dunamikèc peript¸seic o gr�foc apokalÔptetai
stadiak� kai se b mata kai se k�je tètoio b ma epijumoÔme qwrÐc na all�-
zoume ta qr¸mata twn proeiseljìntwn kìmbwn na dÐnoume qr¸ma sto nèo
kìmbo (ton kìmbo pou mpaÐnei sto ek�stote b ma) ¸ste o qrwmatismìc tou,
mèqri ekeÐnh th stigm , gr�fou na eÐnai conflict free . H seir� me thn opoÐa
eisèrqontai oi kìmboi kajorÐzetai apì mÐa akoloujÐa (thn akoloujÐa eisìdou
pou ja orÐsoume sthn sunèqeia). Stic dunamikèc peript¸seic ja lème oti o
gr�foc qrwmatÐzetai dunamik�.

Dunamik  gnwst¸n jèsewn Sthn perÐptwsh aut  h akoloujÐa eisìdou
eÐnai gnwst  protoÔ arqÐsei h diadikasÐa eisagwg c twn kìmbwn. Su-
nep¸c mporeÐ na gÐnei proepexergasÐa gÔrw apì aut n kai ìtan arqÐsei
h diadikasÐa eisagwg c kìmbwn na dÐnetai se k�je nèo kìmbo to proa-
pofasisjèn qr¸ma.

Online dunamikèc Se autèc tic peript¸seic kai h akoloujÐa gÐnetai gnwst 
se b mata kai m�lista sta Ðdia b mata sta opoÐa mpaÐnoun oi kìmboi.
Sthn pragmatikìthta se k�je b ma k�je kìmboc èrqetai me k�poia
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plhroforÐa gia thn jèsh tou kai sugkentrwmènec autèc oi plhroforÐec
mazÐ mac dÐnoun thn akoloujÐa eisìdou.

Online apolÔtwn jèsewn Sthn perÐptwsh twn apolÔtwn jèsewn au-
t  h plhroforÐa afor� thn jèsh tou kìmbou ston telikì gr�fo o
opoÐoc eÐnai gnwstoc apì thn arq  (gnwstìc ìson afor� tic jèseic
twn kìmbwn). Sunep¸c sthn perÐptwsh aut  mporoÔme na qrhsi-
mopoioÔme k�je for� san dedomèna mìno tic jèseic kai ta qr¸mata
twn prohgoÔmenwn kìmbwn kai th jèsh tou nèou kìmbou kai na ka-
loÔmaste online na apofasÐzoume gia to qr¸ma tou nèou kìmbou

Online me sqetikèc jèseic Sthn pio dÔskolh aut  perÐptwsh h plh-
roforÐa pou èrqetai me k�je kìmbo afor� mìno thn sqetik  jèsh
tou kìmbou an�mesa stouc mèqri ekeÐnh th stigm  eiseljìntec kìm-
bouc. Aut  eÐnai kai h monadik  plhroforÐa pou èqoume ìtan ka-
loÔmaste na d¸soume qr¸ma sto nèo kìmbo, kaj¸c den xèroume
gia kanèna kìmbo poi� ja eÐnai h telik  tou jèsh (den xèroume oÔte
kan pìsoi ja eÐnai oi kìmboi tou telikoÔ gr�fou).

Shmei¸noume oti nai men apì th mia meri� to prìblhma ètsi ìpwc jèsame thn ie-
rarqÐa eÐnai endiafèron apì jewrhtik c pleur�c (gia autì kai to melet�me!), apì
thn �llh de, mporeÐ k�llista na èqei kai praktikèc efarmogèc. Gia par�deigma h
dunamik  gnwst¸n jèsewn perÐptwsh mporeÐ na montelopoieÐ to prìblhma an�jeshc
suqnot twn se stajmoÔc pou ja eisèrqontai ìtan eÐnai anagkaÐo me prokajorismè-
nh seir� proteraiìthtac   h online apolÔtwn jèsewn mporeÐ na montelopoieÐ k�ti
antÐstoiqo gia mh prokajorismènh seir� proteraiìthtac an�mesa stouc kìmbouc
me dedomèno ìmwc poioÐ kìmboi ja qrhsimopoihjoÔn sthn mègisth an�gkh   akìmh
kai h online me sqetikèc jèseic mporeÐ na montelopoieÐ peript¸seic stic opoÐec na
mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn ìso polloÐ stajmoÐ qrei�zontai kai se ìpoiec jèseic
mporeÐ autoÐ na eÐnai qr simoi.

1.3.4 AkoloujÐec eisìdou
Epanerqìmenoi sto jewrhtikì mac prìblhma, gia na gÐnoume lÐgo pio sugkekrimènoi
orÐzoume akrib¸c tic akoloujÐec eisìdou gia k�je perÐptwsh. Autèc aforoun tic
jèseic twn nèwn kìmbwn an�mesa stouc palaiìterouc. Oi akmèc tou gr�fou se
k�je b ma eÐnai akrib¸c autèc pou pou antistoiqoÔn sta diast mata pou en¸noun
touc kìmbouc an qar�xoume thn eujeÐa ep�nw sthn opoÐa brÐskontai oi kìmboi.

1. Online me sqetikèc jèseic perÐptwsh.
Se aut  thn perÐptwsh k�je kìmboc èrqetai me mình plhroforÐa thn sqetik 
jèsh pou ja p�rei an�mesa stouc proeiseljìntec kìmbouc. Aut  h plhrofo-
rÐa ekfr�zetai wc ènac arijmìc kai eÐnai:

• to 0 an o nèoc kìmboc prìkeitai na mpei pr¸ta apì ìlouc touc kìmbouc
pou èqoun eisèljei prin apì autìn (me di�taxh apì arister� proc ta
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dexi�)

• to i an o nèoc kìmboc prìkeitai na mpei èpeita apì ton i-sto kìmbo tou,
mèqric ekeÐnou tou b matoc, upergr�fou (metr¸ntac p�li apì arister�
proc ta dexi�)

Profan¸c o pr¸toc kìmboc sunodeÔetai apì ton arijmì mhdèn kai o i-stoc
kìmboc apì ènan arijmì sigoura mikrìtero tou i (afoÔ èqoun eisèljei i− 1
kìmboi prin apì autìn). H akoloujÐa eisìdou sumbolÐzetai me σ kai eÐnai
akrib¸c h akoloujÐa pou dhmiourgeÐtai an parajèsoume xekin¸ntac apì ari-
ster� proc ta dexi� touc sunodeÔontec arijmoÔc k�je kìmbou me thn seir�
me thn opoÐa autoÐ eisèrqontai. Me •i sumbolÐzoume ton kìmbo pou mpaÐnei
sto b ma i.

Par�deigma 1.3.4. H akoloujÐa eisìdou σ = 0 1 0 3 2 afor� eÐsodo pènte
kìmbwn (pou fusik� gÐnetai se pènte b mata) kai dÐnei diadoqik� touc gr�fouc:

(aþ) •1

(bþ) •1 − •2

(gþ) •3 − •1 − •2

(dþ) •3 − •1 − •2 − •4

(eþ) •3 − •1 − •5 − •2 − •4

Sto ex c ja paraleÐpoume tic akmèc kaj¸c enoeÐte pwc autèc up�rqoun mìno
metaxÔ geitonik¸n (sthn eujeÐa) kìmbwn kai eÐnai ìlec me aut  thn idiìthta
(argìtera ja mil�me apl� gia par�jesh arijm¸n-qrwm�twn pou ja antistoi-
qoÔn stouc kìmbouc!).

2. Online apolÔtwn jèsewn perÐptwsh.
Ja mporoÔse kai se aut  thn perÐptwsh na qrhsimopoieÐtai h prohgoÔmenh
morf  thc akoloujÐac eisìdou opìte kai p�li ja paÐrname mia perigraf  thc
morf c tou gr�fou se k�je b ma. Tìte ìmwc den ja pèrname thn plhroforÐa
thc apìluthc jèshc twn kìmbwn (en¸ ja èprepe na thn paÐrnoume). Sunep¸c
h perigraf  thc akoloujÐac eisìdou gÐnetai alli¸c.
K�je kìmboc sunodeÔetai apì ènan arijmì o opoÐoc prosdiorÐzei thn apìlu-
t  tou jèsh ston gr�fo (tou opoÐou thn telik  plhjikìthta gnwrÐzoume).
'Omoia me prin h par�jesh twn sunodeuìntwn arijm¸n k�je kìmbou dÐnei thn
akoloujÐa eisìdou h opoÐa sumbolÐzetai me π.

Par�deigma 1.3.5. H akoloujÐa eisìdou π = 2 4 1 5 3 afor� eÐsodo pènte
kìmbwn (pou fusik� gÐnetai se pènte b mata) kai dÐnei diadoqik� touc gr�fouc:
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jèsh 1 jèsh 2 jèsh 3 jèsh 4 jèsh 5
gr�foc sto b ma 1 •1

gr�foc sto b ma 2 •1 •2

gr�foc sto b ma 3 •3 •1 •2

gr�foc sto b ma 4 •3 •1 •2 •4

gr�foc sto b ma 5 •3 •1 •5 •2 •4

3. Dunamik  gnwst¸n jèsewn.
Sthn perÐptwsh aut  mporoÔme na qrhsimopoi soume ìpoia apì tic dÔo proh-
goÔmenec morfèc akolouji¸n eisìdou jeloume. Autì giatÐ an xèroume thn
pl rh akoloujÐa se k�poia morf  mporoÔme eÔkola na p�roume thn �llh
morf  kai sthn dunamik  gnwst¸n jèsewn perÐptwsh gnwrÐzoume thn ako-
loujÐa eisìdou protoÔ xekin sei h eisagwg  twn kìmbwn (gnwrÐzoume dhlad 
thn pl rh akoloujÐa).

Par�deigma 1.3.6. Oi dÔo akoloujÐec twn dÔo prohgoÔmenwn paradeigm�-
twn dÐnoun akrib¸c touc Ðdiouc gr�fouc se k�je b ma (sthn kataskeu  tou
paradeÐgmatoc k�name thn eÔkolh metatrop  apì th mÐa sthn �llh!). Dhlad 

π = 2 4 1 5 3

σ = 0 1 0 3 2 και π ≡ σ

Gia to teleutaÐo ìmwc mporoÔme na eÐmaste bèbaioi mìno an gnwrÐzonume kai
tic dÔo akoloujÐec olìklhrec apì thn arq .

Prèpei na tonÐsoume ìti stic online peript¸seic h akoloujÐa den eÐnai gnwst  apì
thn arq  kai sunep¸c k�je algìrijmoc pou ja epilÔei autèc tic peript¸seic ja mpo-
reÐ na qrhsimopoieÐ, se k�je nèa eÐsodo kìmbou, mìno thn plhroforÐa pou paÐrnei
apì thn, mèqri ekeÐno to b ma, sqhmatismènh akoloujÐa eisìdou (  aploÔstera thn
plhroforÐa mèqri ekeÐno to b ma sqhmatismèno gr�fo) qwrÐc na jèlei na plhrofo-
reÐtai gia jèseic epìmenwn kìmbwn.

Orismìc 1.3.8. 'Estw ènac gr�foc kai mÐa sun�rthsh qrwmatismoÔ autoÔ.
Qr¸ma enìc kìmbou tou kaleÐtai h tim  thc sun�rthshc qrwmatismoÔ autì ton
kìmbo.

O trìpoc pou ja anferìmaste stouc qrwmatismoÔc twn gr�fwn eÐnai aplìc.
Epeid  oi gr�foi pou melet�me eÐnai gr�foi-alusÐdec mporoÔn na parastajoÔn kai
qwrÐc tic akmèc touc me apl  par�jesh kìmbwn (oi akmèc ennoeÐte oti up�rqoun
akrib¸c an�mesa se geitonikouc kombouc kai up�rqoun gia k�je dÔo geitonikoÔc).
EmeÐc ìmwc ja proqwr soume èna b ma parap�nw kai den ja parajètoume kìm-
bouc par� ta qr¸mata aut¸n. 'Otan jèloume na anaferjoÔme se k�poion apì touc
kìmbouc ja ton kaloÔme me b�sh thn jèsh tou ston, mèqri ekeÐno to b ma gr�fo-
alusÐda metr¸ntac apì arister� proc ta dexi�.
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Par�deigma 1.3.7. 'Estw ènac gr�foc alusÐda 5 kìmbwn ìpou o pr¸toc kìmboc
èqei to qr¸ma 2, o deÔteroc kìmboc to qr¸ma 4, o trÐtoc to qr¸ma 2, o tètartoc to
qr¸ma 3 kai o pèmptoc to qr¸ma 1. Tìte:

• o gr�foc kanonik� eÐnai: •1 − •2 − •3 − •4 − •5

• parist�netai qwrÐc tic amèc: •1 •2 •3 •4 •5

• kai me ton trìpo pou ja qrhsimopoioÔme sto ex c: 2 4 2 3 1

An jèloume na anferjoÔme ston trÐto kìmbo,  dh anaferj kame...

Se autì to shmeÐo telei¸nei h eisagwg  sto prìblhma sto opoÐo afor� h pa-
roÔsa diplwmati  ergasÐa kai arqÐzei h melèth tou xekin¸ntac apì thn pio apl  kai
eÔkolh perÐptwsh, thn statik  perÐptwsh.
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Mèroc II

H eujeÐa
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Kef�laio 2

Statik  perÐptwsh

H statik  perÐptwsh eÐnai h pio eÔkolh apì tic peript¸seic pou ja melet soume
kai èqei lujeÐ pl rwc. Kat' arq n ja apodeÐxoume èna k�tw ìrio tou probl matoc
(pou telik� eÐnai to megalÔtero tètoio) kai sthn sunèqeia ja d¸soume èna aplì
trìpo (san idèa algorÐjmou) pou ja lÔnei se k�je perÐptwsh to prìblhma me to
bèltisto arijmì qrwm�twn, ja brÐskei dhlad  akrib¸c ènan el�qisto conflict free
qrwmatismì tou gr�fou k�je perÐptwshc.

2.1 K�tw ìrio statik c perÐptwshc
Xekin�me me ènan aplì orismì kai mia apl  prìtash.

Orismìc 2.1.1. Onom�zoume m koc enìc gr�fou-alusÐda ton arijmì pou ekfr�zei
to pl joc twn kìmbwn tou gr�fou autoÔ

Prìtash 2.1.1. 'Estw gr�foc-alusÐda. IsqÔoun:

1. An o gr�foc-alusÐda eÐnai conflict free qrwmatismènoc tìte k�je gr�foc pou
dhmiourgeÐtai apì k�poia alusÐda tou arqikoÔ eÐnai conflict free qrwmatismè-
noc

2. An k�poioc gr�foc-alusÐda pou dhmiourgeÐtai apì k�poia alusÐda tou arqi-
koÔ gr�fou apaiteÐ toul�qiston n qr¸mata gia ton conflict free qrwmatismì
tou, tìte kai o arqikìc gr�foc apaiteÐ toul�qiston n qr¸mata.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai apl  kai gia ta dÔo.

1. isqÔei ìti k�je alusÐda tou arqikoÔ gr�fou eÐnai conflict free qrwmatismènh.
Sunep¸c kai k�je alusÐda kaje gr�fou pou par�qjhke apì alusÐda tou arqi-
koÔ ja èqei thn idiìthta kai sunep¸c o paragìmenoc gr�foc ja eÐnai conflict
free qrwmatismènoc
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2. isqÔei giatÐ se diaforetik  perÐptwsh, an mporoÔse na gÐnei qrwmatismìc tou
arqikoÔ gr�fou me ligìtera apì n qr¸mata tìte apì to 1 thc prìtashc ja
mporoÔse kai o paragìmenoc gr�foc na qrwmatisteÐ swst� me ligìtera apì
n qr¸mata k�ti pou èrqetai se antÐfash me thn upìjesh.

H parak�tw prìtash afor� twn el�qisto arijmì qr shc qrwm�twn gia gr�fouc
k�poiac sugkekrimènhc morf c.

Prìtash 2.1.2. K�je gr�foc-alusÐda m kouc 2n, apaiteÐ gia ton conflict free
qrwmatismì tou n + 1 qr¸mata.

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai me epagwg :

B�sh epagwg c Gia n = 0 paÐrnoume gr�fo pou èqei mìno èna kìmbo. Epeid  au-
tìc o kìmboc profan¸c qrei�zetai k�poio qr¸ma qreiazìmaste gia to gr�fo
sÐgoura èna (akrib¸c èna!) qr¸ma kai sunep¸c h epagwgik  b�sh stèkei.

Epagwgikì b ma 'Estw loipìn oti isqÔei h epagwgik  upìjesh gia n = k. Gia
n = k + 1 o gr�foc-alusÐda èqei m koc 2k+1 kai parist�netai sunep¸c san
par�jesh 2k+1 kìmbwn. Aut  tou thn par�stash mporoÔme na thn doÔme san
par�jesh dÔo gr�fwn m kouc 2k o kajènac:

•1 •2 . . . •2k+1 ≡ •1 •2 . . . •2k || •2k+1 . . . •2k+1

(ìpou || shmaÐnei par�jesh). 'Estw ènac tuqaÐoc conflict free qrwmatismìc
tou arqikoÔ gr�fou. EpeÐdh kajènac apì touc dÔo parathjèmenouc gr�fouc
èqei m koc 2k apì thn epagwgik  upìjesh gnwrÐzoume oti kajènac touc apai-
teÐ toul�qiston k + 1 qr¸mata gia na qrwmatisteÐ kai na èqei thn conflict
free idiìthta sunep¸c kai o qrwmatismìc tou arqikoÔ gr�fou apaiteÐ k + 1
qr¸mata (bl. pr. prìtash).
An upojèsoume ìti ston qrwmatismì tou arqikoÔ gr�fu qrhsimopoi jhkan
k + 1 qr¸mata tìte to kajèna apì aut� qrhsimopoi jhke kai stouc dÔo
parathjèmenouc gr�fouc giatÐ autoÐ apaitoÔn k + 1 diaforetik� qr¸mata o
kajènac gia na qrwmatistoÔn swst� (kai prèpei na èqoun qrwmatisteÐ swst�
lìgw thc prohgoÔmenhc prìtashc). Ma tìte ston arqikì gr�fo h alusÐda me
ìlouc touc kìmbouc den ja èqei thn conflict free idiìthta kaj¸c k�je qr¸ma
ja èqei qrhsimopoihjeÐ toul�qiston dÔo forèc.
Sunep¸c o tuqaÐoc qrwmatismìc apaiteÐ k + 2 qr¸mata gia na eÐnai conflict
free, ki ètsi oloklhr¸netai h apìdeixh.

Ekmetaleuìmenoi thn prohgoÔmenh prìtash mporoÔme na broÔme ènan el�qisto
arijmì qr shc qrwm�twn pou apaitoÔntai gia ton conflict free qrwmatismì enìc
tuqaÐou gr�fou-alusÐda.

22



Je¸rhma 2.1.1. K�je gr�foc-alusÐda m kouc n apaiteÐ 1 + blog nc qr¸mata gia
ton conflict free qrwmatismì tou.

Apìdeixh. 'Estw k = blog nc. SÐgoura 2k ≤ n. 'Omoia me prin o gr�foc m koc n
mporeÐ na parastajeÐ san par�jesh dÔo gr�fwn, o pr¸toc m kouc 2k kai o �lloc
m kouc n− 2k:

•1 •2 . . . •n ≡ •1 •2 . . . •2k || •2k+1 . . . •n

O pr¸toc apì touc dÔo paratijèmenouc gr�fouc apaiteÐ sÔmfwna me thn prohgoÔ-
menh prìtash k + 1 qr¸mata gia ton conflict free qrwmatismì tou. Sunep¸c kai
olìklhroc o gr�foc apaiteÐ toul�qiston 1+k = 1+blog nc qr¸mata gia ton conflict
free qrwmatismì tou gegonìc pou oloklhr¸nei thn apìdeixh

Sthn epìmenh enìthta dÐnoume trìpouc bèltisthc epÐlushc tou statikoÔ pro-
bl matoc.

2.2 Strathgikèc epÐlushc
2.2.1 Mia apl  strathgik 
OrÐzoume akoloujÐa Sk wc ex c:

Orismìc 2.2.1.

• S1 = 1

• Sk+1 = Sk||(k + 1)||Sk

ìpou || shmaÐnei par�jesh.

Shmei¸noume oti gia k�je k h Sk èqei k diaforetikoÔc arijmoÔc na emfanÐzontai
se aut  kai akrib¸c touc arijmoÔc 1 ewc k (apìdeixh eÔkolh me epagwg  sto k).

Par�deigma 2.2.1. S1 = 1
S2 = 1 2 1
S3 = 1 2 1 3 1 2 1
S4 = 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1
...

Prìtash 2.2.1. An gia k�poio k h akoloujÐa Sk jewrhjeÐ qrwmatismìc gr�fou-
alusÐda tìte autìc ja eÐnai conflict free qrwmatismìc.

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai me epagwg  sto k
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B�sh epagwg c Gia k = 1 èqoume gr�fo me èna kìmbo kai qr¸ma autoÔ tou
kìmbou to qr¸ma 1. 'Opoio kai na  tan to qr¸ma o qrwmatismìc ja  tan
conflict free afou h monadik  alusÐda tou gr�fou autoÔ apoteleÐtai apì ton
èna kai monadikì kìmbo.

Epagwgik  upìjesh 'Etsw gia thn Sk isqÔei h upìjesh. Gia ton gr�fo pou
qrwmatÐzetai me thn Sk+1 h eikìna eÐnai ètsi:

Sk||(k + 1)||Sk

K�je alusÐda pou den perièqei ton mesaÐo kìmbo (ton kìmbo me to qr¸ma
k + 1) lìgw thc epagwgik c upojèsewc ja eÐnai conflict free qrwmatismènh.
Apì thn �llh k�je alusÐda pou ton perièqei ja èqei to qr¸ma autoÔ wc
monadikì qr¸ma afoÔ autì den emfanÐzetai sthn Sk.
Sunep¸c k�je alusÐda tou gr�fou ja eÐnai conflict free qrwmatismènh kai
�ra kai o gr�foc ja eÐnai conflict free qrwmatismènoc.

H Sk eÐnai akoloujÐa akolouji¸n. Gia k�je gr�fo m kouc n mporoÔme na
broÔme kat�llhlo k tètoio ¸ste ta pr¸ta n stoiqeÐa thc Sk na mporoÔn na qrhsi-
mopoihjoÔn wc qr¸mata stouc kìmbouc tou gr�fou kai o qrwmatismìc tou gr�fou
na eÐnai conflict free kai h Sk na èqei akrib¸c 1 + blog nc diaforetikoÔc arijmoÔc.

Je¸rhma 2.2.1. Gia k�je gr�fo-alusÐda m kouc n ta pr¸ta n stoiqeÐa thc ako-
loujÐac S1+blog nc dÐnoun ènan el�qisto conflict free qrwmatismì tou gr�fou.

Apìdeixh. Kat' arq n qrwmatÐzontai ìloi oi kìmboi tou gr�fou kaj¸c n ≤
|S1+blog nc| afoÔ n ≤ 2blog nc+1 (ìpou |Sk| shmaÐnei m koc thc Sk).
To ìti o qrwmatismìc ja eÐnai conflict free èpetai �mesa apì thn prohgoÔmenh prì-
tash gia tic Sk, kaj¸c o gr�foc pou èqoume ja eÐnai gr�foc pou par�getai apì
k�poia alusÐda tou qrwmatismènou gr�fou pou antistoiqeÐ sthn S1+blog nc.
'Opwc eÐdame nwrÐtera o gr�foc m kouc n den mporeÐ na qrwmatisteÐ conflict free
me ligìtera apì 1 + blog nc qr¸mata. Sthn S1+blog nc apì thn �llh emfanÐzontai
akrib¸c 1 + blog nc qrwmata.
Sunep¸c o gr�foc qrwmatÐzetai conflict free me ton el�qisto dunatì arijmì qrw-
m�twn.

'Etsi loipìn deÐxame mia taktik  (polÔ apl  gia na thn onom�soume algìrijmo)
sumfwna me thn opoÐa petuqaÐnoume ton el�qisto arijmì qrwm�twn gia ton conflict
free qrwm�tismì enìc gr�fou alusÐda m kouc n:

Anajètoume san qr¸mata stouc kìmbouc tou gr�fou
touc pr¸touc n arijmoÔc thc akoloujÐac S1+blog nc

xekin¸ntac apì arister� proc ta dexi�
(lìgw summetrÐac den èqei shmasÐa apì pou ja xekin soume).
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Par�deigma 2.2.2. 'Estw mac dÐnetai gr�foc alusÐda m kouc 11 kìmbwn.
1 + blog nc = 4 kai sunep¸c antistoiqoÔme san qr¸mata stouc kìmbouc (apì ari-
ster� proc ta dexi�) ta 11 pr¸ta stoiqeÐa thc akoloujÐac S4. 'Ara o conflict free
qrwmatismènoc gr�foc mac eÐnai:

1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1

K�ti pou prèpei na prosèxoume eÐnai ìti sthn epÐlush thc statik c perÐptwshc
autì pou mac lÔnei ta qèria eÐnai h Ôparxh enìc kìmbou (  kai dÔo) me monadikì
qr¸ma perÐpou sto kèntro tou gr�fou (stic Sk to prosèqoume sÐgoura). K�ti tètoio
epidi¸ketai kai epizhteÐtai kata thn epÐlush twn dunamik¸n peript¸sewn. M�lista
up�rqoun algìrijmoi pou prospajoÔn na to ekmetaleutoÔn san genik  idèa. Pio
k�tw ja katal�boume giatÐ ègine aut  h epis mansh. Sthn epìmenh enìthta apl�
ja perigr�youme k�poiec �llec taktikèc me ta Ðdia apotelèsmata.

2.2.2 'Allec strathgikèc
Ja anafèroume dÔo parìmoiec strathgikèc. Dojèntoc tou gr�fou m kouc n upo-
logÐzoume ton u = 1 + blog nc. Sthn k�je mia kataskeu�zoume èna duadikì dèntro:

1. sthn pr¸th èna pl rec duadikì dèntro

2. sthn deÔterh èna summetrikì duadikì dèntro

Kaj' oti to dèntro pou kataskeu�zoume k�je for� eÐnai duadikì èqei b�joc akrib¸c
Ðso me u. AntistoiqoÔme anadromik� arijmoÔc sta fÔlla tou dèntrou.

• Sthn rÐza tou dèntrou antistoiqoÔme ton arijmì u kai

• se k�je giì kìmbou me antÐstoiqo arijmì k antistoiqoÔme ton arijmì k − 1.

Epeid  to dèntro èqei b�joc u ìloi oi kìmboi tou ja èqoun k�poio antistoiqismèno
arijmì.
Se k�je mia apì tic dÔo taktikèc:

anajètoume san qrwmatismì ston gr�fo akrib¸c to
apotèlesma thc in-order di�sqishc tou dèntrou k�je perÐptwshc.

Par�deigma 2.2.3. 'Estw oti kaloÔmaste na qrwmatÐsoume èna gr�fo-alusÐda
m kouc 11 kìmbwn.

1. Sthn pr¸th taktik  kataskeu�zoume to dèntro a) tou sq matoc. H in-order
di�sqish tou dèntrou mac dÐnei ton conflict free qrwmatismì:

1 2 1 3 1 2 4 2 3 2

2. Sthn deÔterh taktik  kataskeu�zoume to dèntro b) tou sq matoc. H in-order
di�sqish tou dèntrou mac dÐnei ton conflict free qrwmatismì:

1 2 1 3 2 4 2 3 1 2 1
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3. O antÐstoiqoc qrwmatismìc me th qr sh twn Sk eÐnai

1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1
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Sq ma 2.1: Oi duo gr�foi proc in-order di�sqish
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Kef�laio 3

Dunamik  gnwst¸n jèsewn

'Eqontac pleon analÔsei pl rwc th statik  perÐptwsh pern�me sthn melèth twn
dunamik¸n peript¸sewn. 'Ena profanèc k�tw ìrio aut¸n twn problhm�twn eÐnai
fusik� h qr sh 1 + blog nc pou isqÔei sthn statik  perÐptwsh. Ja apodeÐxoume
thn Ôparxh enìc megalÔterou k�tw orÐou pou ja isqÔei gia ìlec tic dunamikèc
peript¸seic.

3.1 K�tw ìrio dunamik¸n peript¸sewn
Gia k�je k ja d¸soume mÐa akoloujÐa eisìdou, apolÔtwn jèsewn (gia dieukìlunsh
thc apìdeixhc), m kouc n = 3k stoiqeÐwn pou tètoia pou o qrwmatismìc tou para-
gìmenou gr�fou qrei�zetai 2k + 1 = 2 log3 n + 1 qr¸mata ¸ste na èqei se k�je
b ma thn conflict-free idiìthta.

Orismìc 3.1.1. DojeÐshc akoloujÐac fusik¸n arijm¸n π kai fusikoÔ arijmoÔ x
orÐzoume thn akoloujÐa π+x na eÐnai h akoloujÐa pou prokÔptei an se k�je stoiqeÐo
thc arqik c akoloujÐac prosjèsoume ton arijmì x.

Par�deigma 3.1.1. 'Estw π = 1 3 5 9.
π + 5 = 6 8 10 14
π + 2 = 3 5 7 11.

OrÐzoume anadromik� thn akoloujÐa πk wc ex c:

Orismìc 3.1.2.
π1 = 132

πk+1 = πk||(πk + 2 ∗ 3k)||(πk + 3k)

ìpou || shmaÐnei par�jesh.
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Par�deigma 3.1.2. (H akoloujÐa eisìdou πk)
π1= 1 3 2
π2= 1 3 2 7 9 8 4 6 5
π3= 1 3 2 7 9 8 4 6 5 19 21 20 25 27 26 22 24 23 10 12 11 16 18 17 13 15 14
...

L mma 3.1.1. An me thn akoloujÐa πk qrei�zontai toul�qiston q qr¸mata gia ton
dunamikì qrwmatismì tou paragìmenou gr�fou, tìte gia k�je x me thn akoloujÐa
πk + x qrei�zontai epÐshc toul�qiston q qr¸mata.

Apìdeixh. Oi sqetikèc jèseic twn kìmbwn eÐnai Ðdiec kai stic dÔo akoloujÐec eisì-
dou. An loipìn mia akoloujÐa qrwm�twn qrwm�tize ton gr�fo pou prokÔptei apì
thn deÔterh akoloujÐa eisìdou me ligìtera apì q qr¸mata tìte aut  ja mporoÔse
na qrhsimopoihjeÐ kai gia ton qrwmatismì tou gr�fou pou prokÔptei apì thn pr¸th
akoloujÐa eisìdou, �topo. 'Ara kai h deÔterh akoloujÐa qrei�zetai toul�qiston q
qr¸mata.

To k�tw ìrio pou anafèrame basÐzetai sthn parak�tw prìtash

Prìtash 3.1.1. H akoloujÐa eisìdou πk qrei�zetai toul�qiston 2k + 1 qr¸ma-
ta gia na eÐnai se k�je qronik  stigm  o gr�foc conflict free qrwmatsmènoc kai
sunep¸c toul�qiston 2 log3 |πk|+ 1 qr¸mata (|πk| eÐnai to m koc thc πk).

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai me epagwg .

b�sh epagwg c Gia k = 1 h akoloujÐa eisìdou eÐnai 132 kai profan¸c h qr sh
triwn qrwm�twn eÐnai aparaÐthth afoÔ oi geÐtonec metaxÔ touc prèpei na
èqoun diaforetikì qr¸ma kai ìloi ja up�rxoun wc geÐtonec mèqri ton telikì
gr�fo.

epagwgikì b ma 'Estw oti isqÔei h epagwgik  upìjesh ìti dhlad  o gr�foc thc
akoloujÐac πk qrei�zetai 2k + 1 qr¸mata.
'Estw oti h akoloujÐa eisìdou eÐnai h πk+1. Apì thn epagwgik  upìjesh
xèroume oti oi pr¸toi 3k kìmboi qrei�zontai toul�qiston 2k + 1 diaforetik�
qr¸mata. Gia touc epìmenouc 3k kìmbouc epÐshc qrei�zontai 2k + 1 diafore-
tik� qr¸mata lìgw tou prohgoÔmenou l mmatoc.
Isqurismìc. Qrei�zontai toul�qiston 2k + 2 diaforetik� qr¸mata gia ton
swstì qrwmatismì twn pr¸twn 2 ∗ 3k kìmbwn.

Pr�gmati giatÐ an qrhsimopoihjoÔn ta Ðdia 2k + 1 qr¸mata stouc qrwmatia-
smoÔc twn pr¸twn 3k kìmbwn kai twn epìmenwn 3k kìmbwn tìte h alusÐda
ìlwn twn kìmbwn den ja èqei monadikì qr¸ma. 'Ara ena qr¸ma akìma eÐnai
aparaÐthto kai sunep¸c eÐnai aparaÐthta 2k + 2 qr¸mata.
An qrhsimopoihjoÔn perissìtera apì 2k + 2 tìte to je¸rhma ja isquei.
Upojètoume loipìn oti qrhsimopoioÔntai akrib¸c 2k + 2 qr¸mata gia ta dÔo
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pr¸ta gkroup kìmbwn.
Plèon den èqoun eisèljei ston gr�fo oi teleutaÐoi 3k kìmboi, pou ja mpoun
an�mesa sta dÔo gkroup twn 2k kìmbwn. Apì mìnoi touc autoÐ, lìgw tou
prohgoÔmenou l mmatoc, apaitoÔn toul�qiston 2k + 1 to pl joc qr¸mata.

Isqurismìc. Ja qrhsimopoihjeÐ èna kainoÔrio qr¸ma gia ton qrwmatismì tou
teleutaÐou gkroup twn 3k kìmbwn.

ToÔto isqÔei kaj¸c oi teleutaÐoi 3k kìmboi ja èqoun arister� touc touc pr¸-
touc 3k kìmbouc kai dexi� touc touc upìloipouc. 'Etsi ja prèpei na èqoun èna
qr¸ma pou den qrhsimopoieÐte stouc kìmbouc arister� touc ¸ste h alusÐda
me autoÔc kai touc aristeroÔc touc geÐtonec na èqei thn idiìthta. An èqoun
dÔo qr¸mata diaforetik� tìte to je¸rhma isqÔei. 'Estw loipìn oti èqoun
akrib¸c èna qr¸ma diaforetikì. Autì to qr¸ma den emfanÐzetai stouc de-
xioÔc kìmbouc-geitonec giatÐ ìla ta upìloipa qr¸mata qrhsimopoioÔntai kai
sta dÔo dexi� gkroup kai �ra h alusÐda twn dÔo dexi¸n gkroup den ja  tan
conflict free qrwmatismènh.

'Etsi telik� qrei�zontai 2k + 3 = 2(k + 1) + 1 qr¸mata, kai oloklhr¸ne-
te h apìdeixh.

'Iswc to parak�tw sq ma k�nei pio eÔkolh thn katanìhsh thc apìdeixhc. FaÐ-
netai h jèsh twn triwn gkroup me ta 3k stoiqeÐa. K�je gkroup qrei�zetai toul�qi-
tston 2k + 1 qr¸mata.

Par�deigma 3.1.3. (h eÐsodoc twn kìmbwn sto epagwgikì b ma)

met� thn eÐsodo twn pr¸twn 3k kìmbwn 10 gkroup
met� thn eÐsodo twn 2 ∗ 3k kìmbwn 10 gkroup 20 gkroup
met� thn eÐsodo ìlwn twn kìmbwn 10 gkroup 30 gkroup 20 gkroup

Telei¸noume thn enìthta me to je¸rhma pou apodeiknÔei to kalÔtero gnwsto
meqri shmera k�tw orio gia tic dunamikèc peript¸seic.

Je¸rhma 3.1.1. To dunamikì prìblhma conflict free qrwmatismoÔ èqei san k�tw
ìrio thn qr sh 2log3n + 1 qrwm�twn

Apìdeixh. Apì thn prohgoÔmenh prìtash k�je algìrijmoc epÐlushc dunamik¸n
problhm�twn qrei�zetai gia k�je πk akoloujÐa eisìdou toul�qiston 2log3n + 1 to
pl joc qr¸mata gia na qrwmatÐsei dunamik� ton antÐstoiqo gr�fo (an n = 3k). To
je¸rhma apodeiknÔetai �mesa.

Ac doÔme t¸ra ènan algìrijmo pou epilÔei th dunamik  me gnwstèc jèseic pe-
rÐptwsh me "kal � qr sh qrwm�twn.
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3.2 Algìrijmoc epÐlushc dynamic offline pe-
rÐptwshc

Prìkeitai gia èna aplì algìrijmo kai sthn perigraf  tou kai sthn an�lus  tou. To
basikì dedomèno pou ekmetalleÔetai eÐnai to gegonìc oti k�je gr�foc alusÐda eÐnai
triqrwmatÐsimoc anex�rthta apì th seir� me thn opoÐa qrwmatÐzontai oi kìmboi tou.
Ac doÔme ìmwc pwc to ekmetalleÔetai.

3.2.1 Idèa tou algorÐjmou
'Estw loipìn oti dÐnetai mia akoloujÐa eisìdou π. Amèswc gnwrÐzoume to pl joc
twn kìmbwn pou ja eisèljoun kai touc geÐtonec (to polÔ dÔo) k�je kìmbou pou ja
eisèljei. O qrwmatismìc ja gÐnei se f�seic.

1h f�sh • TriqrwmatÐzoume touc kìmbouc ènan èna me thn seir� pou prìkeitai
na eisèljoun, me ta yeudoqr¸mata a, b, c

• Sto tèloc tou qrwmatismoÔ elègqoume poio yeudoqr¸ma èqei qrhsimo-
poihjeÐ se perissìterouc kìmbouc

• Stouc kìmbouc pou èqoun qrwmatisteÐ me autì epilègoume wc qr¸ma
pou ja touc anatejeÐ ìtan arqÐsei h diadikasÐa eisìdou, to qr¸ma 1.

• apì thn akoloujÐa π dhmiourgoÔme thn akoloujÐa π
′ diagr�fontac apì

thn π ta stoiqeÐa ekeÐna pou aforoÔn kìmbouc gia touc opoÐouc epilè-
xame qr¸ma.

Epagwgik� an se prohgoÔmenh f�sh epilèxame to qr¸ma i gia k�poiouc kìmbouc
kai dhmiourg same thn π

′ tìte an aut  eÐnai ken  èqoume epilèxei gia ìlouc
touc kìmbouc qr¸ma kai �ra eÐmaste ètoimoi gia thn diadikasÐa eisìdou,
alli¸c

• TriqrwmatÐzoume touc kìmbouc thc π
′ , me ta yeudoqr¸mata a, b, c

• elègqoume poio yeudoqr¸ma èqei qrhsimopoihjeÐ se perissìterouc kìm-
bouc kat� ton triqrwmatismì

• Stouc kìmbouc pou èqoun qrwmatisteÐ me autì epilègoume wc qr¸ma
pou ja anatejei ìtan arqÐsei h diadikasÐa eisìdou, to qr¸ma i + 1.

• apì thn akoloujÐa π
′ dhmiourgoÔme thn akoloujÐa π

′′ diagr�fontac
apì thn π

′ ta stoiqeÐa ekeÐna pou aforoÔn kìmbouc gia touc opoÐouc
epilèxame qr¸ma (profan¸c se aut  th f�sh).

Parìti den prìkeite gia dÔskolo algìrijmo, ac doÔme èna par�deigma.

Par�deigma 3.2.1. 'Estw h akoloujÐa eisìdou (qwrÐc bl�bh thc genikìthtac apo-
lÔtwn jèsewn) π = 1 7 5 9 6 4 3 8 2
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1. Sthn pr¸th f�sh èqoume thn akoloujÐa π = 1 7 5 9 6 4 3 8 2

jèseic 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Qr¸ma pou epilègetai
a
a b
a c b

diadoqik� ta a c b a
yeudoqr¸mata a c a b a

a b c a b a
a c b c a b a
a c b c a b c a
a b c b c a b c a a(�plhsta)

�ra ja qrwmatistoÔn me to qr¸ma 1 oi kìmboi stic jèseic 1 6 kai 9 kai h
nèa akoloujÐa eÐnai h π = 7 5 4 3 8 2

2. Pairn¸ntac sthn deÔterh f�sh èqoume

jèseic 2 3 4 5 7 8 Qr¸ma pou epilègetai
Yeudoqr¸mata a b a b a b a

�ra qrwmatÐzontai me to qr¸ma 2 oi kìmboi 2 4 kai 7 kai nèa akoloujÐa
eÐnai h π = 5 3 8

3. sthn trÐth f�sh èqoume:

akoloujÐa 3 5 8 Qr¸ma pou epilègetai
Yeudoqr¸mata b a b b

�ra qrwmatÐzontai me to qr¸ma 3 oi kìmboi 3 kai 8 kai h nèa akoloujÐa
eÐnai h π=5

4. sth f�sh 4 èqome to aplì:

akoloujÐa 5 Qr¸ma pou epilègetai
Yeudoqr¸mata a a

�ra qrwmatÐzetai me to qr¸ma 4 o kìmboc 5, h nèa akoloujÐa eÐnai h π
′
= ∅

kai èqoume epilèxei gia ìlouc touc kìmbouc qr¸ma

Telik� gia k�je kìmbo pou ja eisèrqetai arkeÐ apl� na anatrèqoume ston akìloujo
pÐnaka gia na doÔme pio qr¸ma prèpei na tou anatejeÐ

Jèsh kìmbou 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Anatijèmeno qr¸ma 1 2 3 2 4 1 2 3 1
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me thn apìdeixh thc orjìthtac bebaiwnìmaste ìti se ìla ta b mata o qrwmati-
smìc tou gr�fou pou ja prokÔptei mèsw tou anwtèrw pÐnaka ja eÐnai conflict free
qrwmatismìc.

3.2.2 Orjìthta
Sthn upoenìthta aut  den ja d¸soume apìdeixh thc orjìthtac. Ja d¸soume apl�
mia eikìna tou ti perÐpou gÐnetai. H apìdeixh tou oti o qrwmatismìc apì ton al-
gìrijmo eÐnai conflict free dÐnetai sto teleutaÐo kef�laio sthn an�lush tou pr¸tou
pijanotikoÔ algorÐjmou.

To basikì pou petuqaÐnoume me ton triqrwmatismì eÐnai pwc oi tuqaÐoi dÔo kìm-
boi pou ja p�roun se k�poia f�sh (to Ðdio) qr¸ma èqoun p�nta an�mes� touc kìmbo
me qr¸ma diaforetikì apì autì pou epilègetai sthn f�sh pou qrwmatÐsthkan. 'Ara
èqoun kìmbo an�mes� touc pou ja p�rei diaforetikì apì autoÔc qr¸ma. Epeid  gia
touc kìmbouc an�mes� touc isqÔei to Ðdio kai autoÐ eÐnai peperasmènoi telik� sthn
alusÐda me �kra touc dÔo kìmbouc ja up�rqei monadikì qr¸ma. Autì sumbaÐnei
gia k�je alusÐda kai �ra o qrwmatismìc eÐnai conflict free. Gia thn pl rh apìdeixh
parapèmpoume sto antÐstoiqo kef�laio.

3.2.3 Poluplokìthta
'Anw ìrio Se aut  thn par�grafo ja deÐxoume èna �nw ìrio to opoÐo dÐnei to
qarakthrismì tou "kaloÔ� ston algìrijmì mac. Ja lème oti ènac kìmboc pern� se
epìmenh f�sh an den qrwmatÐzetai sth f�sh pou brÐsketai all� se k�poia epìmenh.
Ja lème epÐshc oti h f�sh dèqetai k to pl joc kìmbouc an h antÐstoiqh akoloujÐa
afor� k kìmbouc. To basikì stoiqeÐo thc apìdeixhc eÐnai to akìloujo l mma.

L mma 3.2.1. Gia k�je f�sh pou dèqetai k kìmbouc, oi kìmboi pou pernoÔn se
epìmenh f�sh eÐnai to polÔ b2k

3 c kai autoÐ pou qrwmatÐzontai eÐnai toul�qiston dk
3e.

Apìdeixh. Ac upojèsoume oti briskìmaste se k�poia f�sh pou èqei deqteÐ k
kìmbouc. 'Estw x, y kai z oi arijmoÐ pou antistoiqoÔn sto pl joc twn kìmbwn pou
paÐrnoun ta yeudoqr¸mata a, b kai c antÐstoiqa. 'Estw m = max{x, y, z}. Proc
�topo ac upojèsoume ìti m < dk

3e. 'Ara m ≤ bk
3c.'Eqoume:

k = x + y + z ≤ 3m ≤ bk
3
c+ bk

3
c+ bk

3
c = 3bk

3
c

Gia na isqÔei to teleutaÐo prèpei 3|k kai �ra apì arqik  upìjesh:

m < dk
3
e ⇒ m < bk

3
c

Ma tìte ja isqÔei:

k = x + y + z ≤ 3m < bk
3
c+ bk

3
c+ bk

3
c = 3bk

3
c
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pou profan¸c eÐnai �topo afoÔ gia k�je k isqÔei k ≥ 3bk
3c. 'Ara m ≥ dk

3e. Apì
ton algìrijmo ja qrwmatistoÔn m to plhjoc kìmboi afoÔ autìc epilègei touc
kìmbouc pou paÐrnoun to yeudoqr¸ma pou èqei tic perissìterec emfanÐseic. 'Ara
ja qrwmatistoÔn toul�qiston dk

3e kìmboi. 'Amesh sunèpeia eÐnai oti ja per�soun
se epìmenh f�sh to polÔ b2k

3 c kìmboi.

Sthn ousÐa h parap�nw apìdeixh basÐzetai akrib¸c sthn arq  tou peristeri¸na.
Me b�sh to prohgoÔmeno l mma ja apodeÐxoume to parak�tw �nw ìrio.

Je¸rhma 3.2.1. Gia k�je akoloujÐa eisìdou pou afor� n kìmbouc, o algìrijmoc
qrhsimopoieÐ to polÔ blog 3

2
nc+ 1 qr¸mata.

Apìdeixh. 'Estw mia tuqaÐa akoloujÐa pou afor� n kìmbouc ki ac upojèsoume
oti gia aut  qrhsimopoioÔntai k to pl joc qr¸mata. 'Ara eÐqame k f�seic ston
algìrijmo.
Isqurismìc. H k f�sh dèqthke mìno èna kìmbo

Pr�gmati giatÐ an up rqe kai deÔteroc kìmboc, tìte ja up rqan kai dÔo kìmboi
pou ja geitìneuan. Sunep¸c ja eÐqan diaforetikì yeudoqr¸ma kai k�poioc apì touc
dÔo ja pernoÔse se epìmenh f�sh, pou ìmwc den ègine.

An ai eÐnai to pl joc twn kìmbwn pou dèqetai h i f�sh tìte apì ton prohgoÔmeno
isqurismì èqoume ak = 1, apì ton orismì twn ai èqoume a1 = n kai to l mma mac
bebai¸nei oti ai+1 ≤ b2ai

3 c ≤ 2
3a. 'Eqoume diadoqik� mèsa apì peperasmèno arijmì

bhm�twn:

1 = ak ≤ 2
3
ak−1 ≤ . . . ≤ (

2
3
)
k−1

a1 = (
2
3
)
k−1

n

apì to parap�nw eÔkola sumpairaÐnetai oti

k ≤ blog 3
2
nc+ 1

me to opoÐo oloklhr¸netai h apìdeixh.

Parathr seic
1. An k�poioc 'doulèyei' lÐgo me ton algìrijmo ja dei oti to �nw ìrio pou pa-

rousi�sthke den faÐnetai na 'pi�netai' apì akoloujÐa akolouji¸n kai �ra den
faÐnetai na oloklhr¸netai h an�lush tou algorÐjmou. Autì giatÐ se k�je
f�sh ja prèpei na qrwmatÐzetai to èna trÐto twn kìmbwn pou dèqthke kai
sthn epìmenh to èna trÐto twn dÔo trÐtwn twn kìmbwn pou pèrasan apì thn
prohgoÔmenh sthn epìmenh f�sh kai o teleutaÐoc arijmìc den eÐnai aparaÐ-
thta akèraioc.

2. Dedomènou tou k�tw orÐou pou deÐxame sthn prohgoÔmenh enìthta mporoÔ-
me na qarakthrÐsoume ton algìrijmo kalì kaj¸c log 3

2
n ≈ 1.71 log2 n kai

2 log3 n ≈ 1.26 log n. Dhlad  mil�me gia Ðdia t�xh megèjouc kai gia ènan
par�gonta ≈ 1.36 makri�.

34



Kef�laio 4

Online apolÔtwn jèsewn

Exet�zoume plèon thn online perÐptwsh pou shmaÐnei ìti q�noume se autì to shmeÐo
èna meg�lo mèroc gn¸shc gia tic mellontikèc eisagwgèc kìmbwn. To mono pou
xèroume epiplèon gia ton k�je nèo kìmbo eÐnai to pou ja brÐsketai autìc ston
telikì gr�fo. Aut  h gn¸sh mac dÐnei mia bo jeia thn opoÐa ja prospaj soumeoume
na ekmetalleutoÔme. To k�tw ìrio qr shc 1 + 2log3n qrwm�twn isqÔei kai sthn
perÐptws  mac.

4.1 O 2CU algìrijmoc
O algìrijmoc autìc eis qjei sto [BNCS06] (ekten c melèth sto [Che07]) kai dÐnei
mia kal  genik� lÔsh tou online me apìlutec jèseic probl mtoc. Sthn statik 
perÐptwsh eÐdame pwc h Ôparxh monadikoÔ qr¸matoc se k�poio kìmbo perÐpou sto
kèntro tou upergr�fou dÐnei thn dunatìthta sta upìloipa qr¸mata na qrhsimo-
poioÔntai kai stouc kìmbouc arister� kai stouc kìmbouc dexi� autoÔ tou kentrikoÔ
shmeÐou. K�ti tètoio prospajeÐ na ekmetaleuteÐ kai o algìrijmoc dedomènou oti
xèroume poioi kìmboi telik� katal goun perÐpou sto kèntro.

Prìkeitai gia anadromikì algìrijmo pou qrhsimopoieÐ, opwc ja ton parousi�-
soume arqik�, 2blog (n− 1)c + 2 qr¸mata gia opoiad pote eÐsodo m kouc n. Ac
doÔme pwc akrib¸c to k�nei.

4.1.1 Idèa tou algorÐjmou
Sthn perÐptwsh pou exet�zoume èqoume san plhroforÐa to pl joc twn kìmbwn
pou ja eisèljoun ston upergr�fo. Xekin¸ntac qwrÐzoume tic jèseic se dÔo mèrh
autèc pou brÐskontai sta arister� thc jèshc tou kentrikoÔ kìmbou kai autèc pou
brÐskontai sta dexi� thc jèshc tou kentrikoÔ kìmbou. En suneqeÐa qwrÐzoume kai
to aristerì kai to dexiì komm�ti me ton Ðdio trìpo se �lla dÔo mèrh. Telik� èqoume
tic jèseic na qwrÐzontai se tèssera komm�tia (an n eÐnai to pl joc twn kombwn):
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• to aa komm�ti (aristerìtero aristerì) pou xekin� apì thn jèsh 1 kai kata-
l gei sthn bn

4 c

• to ma komm�ti (mèso aristerì) pou xekin� apì thn jèsh bn
4 c+1 kai katal gei

sthn bn
2 c

• to md komm�ti (mèso dexiì) pou xekin� apì thn jèsh bn
2 c + 1 kai katal gei

sthn b3n
4 c

• to dd komm�ti (dexiìtero dexiì) pou xekin� apì thn jèsh b3n
4 c+1 kai katal gei

sthn n jèsh.

O algìrijmoc èqei emfwliasmènouc mèsa tou dÔo epimèrouc algorÐjmouc, oi
opoÐoi den eÐnai anex�rthtoi metaxÔ touc (me thn ennoia oti o ènac mporeÐ na ka-
lèsei anadromik� ton �llo). O ènac qrhsimopoieÐtai gia ton qrwmatismì twn ari-
ster¸n kìmbwn (twn kommati¸n aa kai ma), en¸ o �lloc gia ton qrwmatismì twn
dexi¸n kìmbwn (twn kommati¸n md kai dd). To megalÔtero qr¸ma pou ja qrhsi-
mopoihjeÐ gia ton qrwmatismì n kìmbwn eÐnai to b = 2blog (n− 1)c+ 2. Ac doume
touc dÔo epimèrouc algorÐjmouc. 'Estw oti èrqetai ènac nèoc kìmboc kìmboc ston
upergr�fo.

algìrijmoc gia touc arister� otan qrhsimopoioÔntai b qr¸mata Kat ar-
q n elègqetai an o kìmboc an kei sto aristerì misì   sto dexiì misì tou
kommatioÔ pou qrwmatÐzetai. An eÐnai mìnoc tou paÐrnei to qr¸ma 1, an den
eÐnai tìte

• an an kei sto aristerì qrwmatÐzetai anadromik� me ton algìrijmo gia
touc aristeroÔc o opoÐoc dèqetai san eÐsodo to aristerì misì tou ari-
steroÔ kommatioÔ kai san pl joc qrwm�twn to b− 2.

• an an kei sto dexiì tìte

– an eÐnai o pr¸toc kìmboc pou emfanÐzetai se autì to komm�ti (to
dexÐ komm�ti) paÐrnei to qr¸ma b− 1

– an den eÐnai o pr¸toc (shmaÐnei to qei p�rei k�poioc �lloc) tìte
qrwmatÐzetai anadromik� wc ex c
∗ an eÐnai dexi� tou kìmbou me to qr¸ma b−1 tìte qrwmatÐzetai

anadromik� me ton algìrijmo gia touc aristeroÔc me eÐsodo
tic jèseic tou dexioÔ kommatioÔ pou brÐskontai sta arister�
tou kìmbou me to b − 1 qr¸ma kai san pl joc qrwm�twn to
b− 2

∗ an eÐnai arister� tou kìmbou me to qr¸ma b− 1 qrwmatÐzetai
anadrmik� me ton algìrijmo gia touc dexioÔc me eÐsodo tic jè-
seic tou dexioÔ kommatioÔ pou brÐskontai sta dexi� tou kìmbou
me to b− 1 qr¸ma kai san pl joc qrwm�twn to b− 2
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algìrijmoc gia ta dexi� otan qrhsimopoioÔntai mèqri b qr¸mata Sthn ar-
q  ki ed¸ elègqetai an o kìmboc an kei sto aristerì misì   sto dexiì misì
tou kommatioÔ pou qrwmatÐzetai. An eÐnai mìnoc tou paÐrnei to qr¸ma 2, an
den eÐnai tìte

• an an kei sto dexiì tìte qrwmatÐzetai anadromik� me ton algìrijmo
gia touc dexioÔc o opoÐoc dèqetai san eÐsodo to dexÐ misì tou dexioÔ
kommatioÔ kai san pl joc qrwm�twn to b− 2.

• an an kei sto aristerì tìte

– an eÐnai o pr¸toc kìmboc pou emfanÐzetai se autì to komm�ti (to
aristerì komm�ti) paÐrnei to qr¸ma b

– an den eÐnai o pr¸toc (shmaÐnei ìti to èqei p�rei k�poioc �lloc)
tìte qrwmatÐzetai anadromik� wc ex c
∗ an eÐnai arister� tou kìmbou me to qr¸ma b tìte qrwmatÐzetai

anadromik� me ton algìrijmo gia touc dexioÔc me eÐsodo tic
jèseic tou aristeroÔ kommatioÔ pou brÐskontai sta arister�
tou kìmbou me to b qr¸ma kai san pl joc qrwm�twn to b− 2

∗ an eÐnai dexi� tou kìmbou me to qr¸ma b qrwmatÐzetai anadrmi-
k� me ton algìrijmo gia touc aristeroÔc me eÐsodo tic jèseic
tou aristeroÔ kommatioÔ pou brÐskontai sta dexi� tou kìmbou
me to b qr¸ma kai san pl joc qrwm�twn to b− 2

Telik� o algìrijmoc qrwmatÐzei wc ex c:

• UpologÐzetai to b = 2blog (n− 1)c+2 (mia for� mìno gia ton pr¸to kìmbo).

• dèqetai ton epìmeno kìmbo kai elègqei th jèsh tou

• an aut  eÐnai sta dexi� thc kentrik c jèsh tìte ton qrwmatÐzei me ton algì-
rijmo gia touc dexioÔc me eÐsodo tic dexièc jèseic kai pl joc qrwm�twn to
b

• an aut  eÐnai sta arister� thc kentrik c jèshc tìte ton qrwmatÐzei me ton
algìrijmo gia touc aristeroÔc me eÐsodo tic aristerèc jèseic kai pl joc
qrwm�twn to b

Epeid  to apotèlesma thc prosp�jeiac na gÐnei katanohtìc o algìrijmoc Ðswc
na mhn eÐnai tìso kalì, ac doÔme sto epìmeno par�deigma ti antÐdrash ja èqei o
algìrijmoc.

Par�deigma 4.1.1. UlopoÐhsh gia eÐsodo π = 7 3 4 1 2 6 5.
ProergasÐa: upologÐzetai to b. b = 2blog (n− 1)c + 2 = 2blog 6c + 2 = 6 'Ara ja
qrhsimopoihjoÔn 6 qr¸mata.
Dr�sh (antÐdrash) sthn eÐsodo:
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• O pr¸toc kìmboc mpaÐnei sth jèsh 7. Aut  brÐsketai dexi� tou kèntrou. 'Etsi
qrwmatÐzetai me ton algìrijmo gia touc dexioÔc me eÐsodo tic dexièc jèseic (jè-
seic 4, 5, 6 kai7) kai arijmì qrwm�twn b = 6. EkeÐ brÐsketai p�li sta dexi�
opìte qrwmatÐzetai me ton algìrijmo gia touc dexioÔc me eÐsodo tic dexi� ek
twn dexi¸n jèsewn (jèseic 6 kai 7) kai 4 qr¸mata. Se autì to upokomm�ti
brÐsketai p�li sta dexi�. EkeÐ qrwmatÐzetai me ton algìrijmo gia touc de-
xioÔc gia tic dexièc twn dexi¸n twn dexi¸n jèsewn (mìno th jesh 7) kai gia 2
qr¸mata. AfoÔ brÐsketai mìnoc tou paÐrnei to qr¸ma 2.

1h jèsh 2h jèsh 3h jèsh 4h jèsh 5h jèsh 6h jèsh 7h jèsh
• 2

• O epìmenoc kìmboc mpaÐnei sth jèsh 3. Aut  brÐsketai arister� tou kèntroÔ
kai �ra o qrwmatismìc ja gÐnei me ton algìrijmo gia touc aristeroÔc me eÐ-
sodo tic aristerèc jèseic (jèseic 1 2 kai 3) kai arijmì qrwm�twn b = 6. EkeÐ
ja brejeÐ stic dexièc jèseic (jèseic 2 kai 3) kai epeid  ja eÐnai o pr¸toc pou
emfanÐzetai se autèc ja p�rei to qr¸ma b− 1 = 5

1h jèsh 2h jèsh 3h jèsh 4h jèsh 5h jèsh 6h jèsh 7h jèsh
5 • 2

• o trÐtoc ja mpei sth jèsh 4. EkeÐ eÐnai dexi� (dexi� giatÐ to dexi� komm�ti
arqÐzei apì thn bn

2 c + 1 jèsh) kai qrwmatÐzetai me ton algìrijmo gia touc
dexioÔc kai eÐsodo b = 6 qr¸mata. Ekèi brÐsketai stic aristerèc jèseic (4 kai
5) ki epeid  eÐnai o pr¸toc kìmboc pou emfanÐzetai se k�poia apì autèc paÐrnei
to qr¸ma b = 6.

1h jèsh 2h jèsh 3h jèsh 4h jèsh 5h jèsh 6h jèsh 7h jèsh
• 5 6 2

• epìmenoc kìmboc mpaÐnei sthn pr¸th jèsh, arister� tou kèntrou kai �ra qrw-
matÐzetai me ton algìrijmo gia touc aristeroÔc (gia tic jèseic 1, 2 kai 3). Ekèi
brÐsketai kai p�li arister� opìte anadromik� qrwmatizetai me ton algìrijmo
gia touc aristeroÔc me eÐsodo tic aristerèc twn arister¸n jèsewn (mìno thn
1 jèsh) kai arijmì qrwm�twn b− 2 = 4. EkeÐ brÐsketai mìnoc tou kai paÐrnei
to qr¸ma (b− 2)− 1 = 3

1h jèsh 2h jèsh 3h jèsh 4h jèsh 5h jèsh 6h jèsh 7h jèsh
1 • 5 6 2

• O pèmptoc kat� seir� kìmboc eisèrqetai sth jèsh 2, arister� loipìn tou ken-
trou kai �ra qrwmatÐzetai me ton algìrijmo gia touc aristeroÔc kai eisodo
b = 6. EkeÐ ja brejeÐ sto dexiì komm�ti tou (sto da komm�ti, tic jèseic 2 kai
3) ìpou ìmwc èqei  dh eisèljei kìmboc kai èqei p�rei to qr¸ma b − 1 = 5 o
opoÐoc m�lista brÐsketai dexi� tou neoeiseljìnta. 'Ara o nèoc kìmboc anadro-
mik� ja qrwmatisteÐ me ton algìrijmo gia touc dexioÔc me eÐsodo tic jèseic
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mìno arister� tou kìmbou me to qr¸ma 5 (mìno th jèsh 2) kai arijmì qrw-
m�twn b− 2 = 4. EkeÐ ja eÐnai mìnoc tou ki ètsi ja p�rei to qr¸ma 2.

1h jèsh 2h jèsh 3h jèsh 4h jèsh 5h jèsh 6h jèsh 7h jèsh
1 2 5 6 • 2

• o prìteleutaÐoc kìmboc mpaÐnei sth jèsh 6, dexi� tou kèntrou. O qrwma-
tismìc tou loipìn ja gÐnei me ton algìrijmo gia touc dexioÔc. Briskìmenoc
sto dexiì komm�ti tou dexioÔ kommatioÔ (to dd komm�ti, tic jèseic 6 kai 7) o
qrwmatismìc tou anadromik� gÐnetai me ton algìrijmo gia touc dexioÔc gia
tic jèseic tou dd kai gia b−2 = 4 qr¸mata. Sto dd kom�ti brÐsketai arister�
(jèsh 6) kai eÐnai o pr¸toc kìmboc pou emfanÐzetai sto aristerì komm�ti tou
dd kommatioÔ. 'Etsi paÐrnei to qr¸ma 4− 1 = 3.

1h jèsh 2h jèsh 3h jèsh 4h jèsh 5h jèsh 6h jèsh 7h jèsh
1 2 5 6 • 3 2

• O teleutaÐoc kìmboc eisèrqetai sth jèsh 5. BrÐsketai sta dexi� kai �ra qrh-
simopoieÐtai o algìrijmoc gia touc dexioÔc (jèseic 4, 5, 6 kai 7) gia to b = 6.
EkeÐ brÐsketai sto aristero misì tou kommatioÔ (jèseic 4 kai 5) sto opoÐo
ìmwc èqei emfanistei prwtÔtera kìmboc (sth jèsh 4) kai èqei p�rei to qr¸ma
6. O kìmboc me to qr¸ma 6 brÐsketai arister� tou neìu kìmbou kai �ra o
nèoc kìmboc qrwmatÐzetai me ton algìrijmo gia touc aristeroÔc me eÐsodo tic
dexièc apì ton kìmbo me to 6 jèseic tou upokommatioÔ (mìno th jèsh 5) kai
qr sh 4 qrwm�twn. AfoÔ qrwmatÐzetai mìnoc tou paÐrnei to qr¸ma 1.

1h jèsh 2h jèsh 3h jèsh 4h jèsh 5h jèsh 6h jèsh 7h jèsh
1 2 5 6 1 3 2

Sto sugkekrimèno par�deigma Ðswc den faÐnetai h dÔnamh tou algorÐjmou ma
an mporoume na skeftoÔme megalÔterec eisìdouc ja katano soume kai thn meg�lh
dÔnam  tou. Sto epìmeno par�deigma faÐnetai o qrwmatismìc tou algorÐjmou se
mia megalÔterh eÐsodo.

Par�deigma 4.1.2. eÐsodoc: 1 12 15 4 6 13 8 11 2 3 14 10 7 5 9
Ja qrhsimopoihjoÔn b = 2blog (n− 1)c+ 2 = 2blog 14c+ 2 = 8 qr¸mata.
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j1 j2 j3 j4 j5 j6 j7 j8 j9 j10 j11 j12 j13 j14 j15
1
1 6
1 6 2
1 7 6 2
1 7 5 6 2
1 7 5 6 3 2
1 7 5 8 6 3 2
1 7 5 8 5 6 3 2
1 5 7 5 8 5 6 3 2
1 5 3 7 5 8 5 6 3 2
1 5 3 7 5 8 5 6 3 4 2
1 5 3 7 5 8 2 5 6 3 4 2
1 5 3 7 5 1 8 2 5 6 3 4 2
1 5 3 7 2 5 1 8 2 5 6 3 4 2
1 5 3 7 2 5 1 8 1 2 5 6 3 4 2

Edw oloklhr¸netai h perigraf  tou algorÐjmou kai ft�nei h stigm  na sigou-
reutoÔme oti o algìrijmoc k�nei se k�je b ma conflict free qrwmatismì tou -wc
ekeÐno to b ma- upergr�fou.

4.1.2 Orjìthta
EÐnai gnwst  h �mesh sqèsh twn ennoi¸n: anadromikìc orismìc - epagwgik  apì-
deixh. Kajìti loipìn o algìrijmìc mac eÐnai anadromikìc h apìdeixh thc orjìtht�c
tou gÐnetai me epagwg .
Gia thn orjìthta arkeÐ na apodeÐxoume thn epìmenh prìtash miac kai o qrwma-
tismìc k�je eisìdou eÐnai mia par�jesh dÔo qrwmatism¸n pou gÐnontai apì touc
algorÐjmouc gia touc arister� kai gia touc dexi�.

Prìtash 4.1.1.

1. Ean o algìrijmoc gia touc aristeroÔc efarmosteÐ stouc kìmbouc arister�
t c kentrik c jèshc o qrwmatismìc pou ja gÐnetai me k�je nèa eÐsodo kìmbou
(sta arister�) ja eÐnai conflict-free .

2. Ean o algìrijmoc gia touc dexioÔc efarmosteÐ stouc kìmbouc dexi� t c ken-
trik c jèshc o qrwmatismìc pou ja gÐnetai me k�je nèa eÐsodo kìmbou (sta
dexi�) ja eÐnai conflict-free .

3. Epiplèon, gia opoiad pote stigmiìtupo twn dÔo qrwmatism¸n, h par�jes 
touc eÐnai p�nta conflict-free .

Apìdeixh. 'Opwc proanaggeÐlame h apìdeixh ja gÐnei me epagwg . H epagwg 
ja gÐnei ston arijmì qr shc qrwm�twn kai ja apodeiqtoÔn kai ta trÐa mèrh thc
prìtashc tautìqrona.
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Epagwgik  b�sh 'Otan qrhsimopoieÐtai mèqri to b = 2 qr¸ma (dhlad  2 kìmboi
gia eÐsodo afoÔ 2 = b = 2blog (2− 1)c+2 = 2) oi qrwmatismoÐ eÐnai diadoqik�

• 2 kai 12 (gia eÐsodo π = 21)

• 1 kai 12 (gia eÐsodo π = 12)

Epagwgikì b ma 'Estw loipìn oti isqÔei h epagwgik  upìjesh kai me qr sh
mèqri b qrwm�twn o qrwmatismìc eÐnai orjìc. 'Estw loipìn o algìrijmoc ja
qrhsimmopoi sei b + 2 qr¸mata. Ac skeftoÔme tic jèseic qwrismènec se aa,
ma, md kai dd.

• an den èqoun eisèljei kìmboi stic ma kai md jèseic tìte ja èqoun qrh-
simopoihjeÐ mèqri to polÔ b qr¸mata (autì bgaÐnei apì thn dom  tou
algorÐjmou). 'Ara apì thn epagwgik  upìjesh h par�jesh twn qrw-
matism¸n twn kìmbwn pou brÐskontai stic aa kai dd jèseic ja eÐnai
conflict-free .

afLw(b+2)︷ ︸︸ ︷
. . . . . .︸ ︷︷ ︸
afLw(b)

| ︸︷︷︸
empty

|
afRw(b+2)︷ ︸︸ ︷

︸︷︷︸
empty

| . . . . . .︸ ︷︷ ︸
afRw(b)

• th stigm  pou eisèrqetai ènac kìmboc se k�poia apì tic ma   md jèseic
tìte ja qrhsimopoihjeÐ to b + 1   to b + 2 qr¸ma antÐstoiqa. 'Estw
qwrÐc bl�bh thc genikìthtac o kìmboc eis lje sto ma komm�ti.

afLw(b+2)︷ ︸︸ ︷
. . . . . .︸ ︷︷ ︸
afLw(b)

| . . .︸︷︷︸
afRw(b)

b + 1 . . .︸︷︷︸
afLw(b)

|
afRw(b+2)︷ ︸︸ ︷

︸︷︷︸
empty

| . . . . . .︸ ︷︷ ︸
afRw(b)

• gia ìso den eisèrqetai kìmboc sto md komm�ti o qrwmatismìc eÐnai
swstìc kaj¸c se ìsec alusÐdec perièqoun ton kìmbo me to qr¸ma b+1
èqoun autìn na èqei monadikì qr¸ma kai ìsec den ton perièqoun ja
an koun se qrwmatismì pou prokÔptei apì touc algorÐjmouc gia touc
arister� kai dexi� (sth qeirìterh perÐptwsh se mia par�jesh aut¸n) me
qr sh b qrwm�twn kai sunep¸c apì thn epagwgik  upìjesh ja eÐna kai
autèc 'swstèc'.

afLw(b+2)︷ ︸︸ ︷
. . . . . .︸ ︷︷ ︸
afLw(b)

| . . .︸︷︷︸
afR(b)

b + 1 . . .︸︷︷︸
afLw(b)

|
afRw(b+2)︷ ︸︸ ︷

. . .︸︷︷︸
afRw(b)

b + 2 . . .︸︷︷︸
afLw(b)

| . . . . . .︸ ︷︷ ︸
afRw(b)

• ìtan eisèljei kìmboc kai sto md komm�ti autìc ja p�rei to qr¸ma b+2.
'Omoia me prin oi alusÐdec ja eÐnai conflict-free kai gia k�je epìmenh
eisagwg  kìmbwn.
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ElpÐzontac oti ta sq mata bohjoÔn olokl r¸noume thn apìdeixh. Sta sq mata:
afLw(b) ≡ algorithm for the left with b colors ≡ algìrijmoc gia touc arister� me
qr sh b qrwm�twn kai
afRw(b) ≡ algorithm for the rigth with b colors ≡ algìrijmoc gia touc dexi� me
qr sh b qrwm�twn.

Dedomènhc thc dom c tou algorÐjmou den èqoume poll� na poÔme gia thn 'qrw-
matik ' poluplokìtht� tou.

4.1.3 Poluplokìthta
O 2CU algìrijmoc eÐnai domhmènoc ètsi pou na qrhsimopoeÐ gia k�je eÐsodo m kouc
n k�poio prokajorismèno, gia to m koc n, pl joc qrwm�twn.

K�tw ìrio SuneqÐzontac thn prohgoÔmenh parat rhsh ìmwc den shmaÐnei oti
gia k�je eÐsodo qrhsimopoioÔntai ìla ta qr¸mata. H parak�tw prìtash kleÐnei apì
k�tw ton algìrijmì mac, pr¸ta ja d¸soume ìmwc kataskeuastik� (polÔ aplèc)
akoloujÐec pou ton odhgoÔn se k�ti tètoio.

Orismìc 4.1.1. Orismìc πk

π1 = 1 2
πk+1 = πk||(|πk|+ πk)

ìpou |πk| shmaÐnei m koc thc πk (pou sthn ousÐa eÐnai 2k).

Par�deigma 4.1.3. (AkoloujÐa πk)
π2 = 1 2 3 4
π3 = 1 2 3 4 5 6 7 8
π4 = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
...

Prìtash 4.1.2. Up�rqoun akoloujÐec eisìdou m kouc 2k, k > 0, pou odhgoun ton
algìrijmo se qr sh akrib¸c ìlwn twn prokajorismènwn

b = 2blog 2k − 1c+ 2 = 2k qrwm�twn

Apìdeixh. Akrib¸c oi parap�nw akoloujÐec πk ton odhgoÔn. H apìdeixh ja gÐnei
me epagwg .

b�sh epagwg c O qrwmatismìc gia thn π1 eÐnai o 1 2. Sunep¸c h epagwgik 
b�sh stèkei.

epagwgikì b ma 'Estw oti epagwgik� isqÔei h upìjesh gia thn πk. H πk+1 èqei
m koc 2k+1 kai �ra ja qrhsimopoi sei 2k +2 qr¸mata. H eikìna pou èqoume
gia thn πk+1 eÐnai k�ti tètoio:

42



afLw(2k+2)︷ ︸︸ ︷
. . . . . .︸ ︷︷ ︸

afLw(2k)

| . . . . . . |
afRw(2k+2)︷ ︸︸ ︷

. . . . . . | . . . . . .︸ ︷︷ ︸
afRw(2k)

• Apì thn epagwgik  upìjesh xèroume ìti sthn akoloujÐa πk ja qrhsi-
mopoihjoÔn ìla ta 2k qr¸mata, dhlad  o algìrijmoc gia touc dexioÔc
kai o algìrijmoc gia touc aristeroÔc me qr sh 2k qrwm�twn ja qrh-
simopoi soun ìla ta 2k qr¸mata. 'Etsi eÐmaste bèbaioi ìti sto aa kai
dd komm�ti ja qrhsimopoihjoÔn ta qr¸mata apì 1 ewc 2k (afou an
fantastoÔme mìno aut� eÐnai san na qrwmatÐzoume thn πk).

• Oi pr¸toi kìmboi pou ja eisèljoun sta komm�tia ma kai md ja p�roun
ta qr¸mata 2k + 1 kai 2k + 2 antÐstoiqa.

Sunep¸c ja qrhsimopoihjoÔn gia thn πk+1 ìla ta prokajorismèna 2k + 2
qr¸mata (b = 2blog (2k+1 − 1)c+ 2 = 2k + 2) ki ètsi oloklhr¸netai h

apìdeixh.

'Anw ìrio Me thn prohgoÔmenh prìtash k�name pl rh an�lush tou algorÐjmou
mac afoÔ to k�tw ìrio èftase to �nw. AkoloujoÔn k�poiec aplèc parathr seic
ìson afor� to pl joc qrwm�twn afoÔ gia k�poiec eisìdouc ta pr�gmata eÐnai
kalÔtera.

Parathr seic

1. 'Opwc eÐpame o algìrijmoc èqei prokajorismèno arijmì qr shc qrwm�twn gia
k�je eÐsodo m kouc n. K�poiec forèc ìmwc den ta qrhsimopoieÐ ìla (ìpwc
sto pr¸to par�deigma). Autì sumbaÐnei ìtan ta komm�tia pou qrwmatÐzontai
me ton algìrijmo gia touc aristeroÔc   aut� pou qrwmatÐzontai me ton al-
gìrijmo gia touc dexioÔc eÐnai 'mikr�'. Autì mporeÐ na jewrhjeÐ pleonèkthma
tou algorÐjmou ìmwc se analÔseic qeirìterhc perÐptwshc qrhsimopoioÔntai
ola ta qr¸mata

2. eÐdame pio p�nw oti o algìrijmoc me eÐsodo b qr¸mata qrwmatÐzei mèqri 2b/2

kìmbouc. ApodeiknÔetai oti mporoÔn na qrwmatistoÔn mèqri kai 2 ∗ 2b/2 − 2
kìmboi (sqedìn dipl�sioi kìmboi) qwrÐc k�poia shmantik  allag .

O algìrijmoc mporeÐ na qarakthristeÐ polÔ kalìc me b�sh thn poluplokìtht� tou
kaj¸c

• apì thn mÐa meri� to k�tw ìrio tou probl matoc eÐnai h qr sh perÐpou 2log3n

• apì thn �llh to �nw ìrio tou algorÐjmou eÐnai h qr sh perÐpou 2log2n ≈
1.59 ∗ 2log3n (Ðdia t�xh megèjouc kai sqetik� 'kont�').
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Kajìti h lÔsh eÐnai kal  den èqoun anazhthjeÐ �llec lÔseic tou probl matoc apo-
lÔtwn jèsewn. To kef�laio loipìn oloklhr¸netai me mìno autì ton algìrijmo kai
pern�me sthn pio dÔskolh perÐptwsh ìpou kai up�rqei megalÔtero endiafèron kai
megalÔterec �apost�seic� stic poluplokìthtec twn algorÐjmwn pou parousi�zon-
tai.

44



Kef�laio 5

Online me sqetikèc jèseic

Ja mil soume se autì to kef�laio gia to online me sqetikèc jèseic prìblhma, pa-
rousi�zontac touc basikoÔc algorÐjmouc qrwmatismoÔ pou up�rqoun gia to prìblh-
ma autì. Ja xekin soume me touc nteterministikoÔc algorÐjmouc kai ja per�soume
kai se lÔseic me pijanotikoÔc algorÐjmouc. To k�tw ìrio qr shc toul�qiston
1 + 2log3n qrwm�twn gia to qrwmatismì exakoloujeÐ na isqÔei kai ed¸. H gn¸sh
mac plèon gia th jèsh twn epìmenwn kìmbwn eÐnai sqedìn mhdenik . Ac xekin soume
ìmwc me ton pio aplì �plhsto algìrijmo.

5.1 O fully Greedy algìrijmoc

Sthn enìthta aut  k�noume mia pr¸th prosèggish tou online me sqetikèc jèseic
probl matoc, me ènan �plhsto algìrijmo, ton fully Greedy algìrijmo. Genik� oi
�plhstoi algìrijmoi den dÐnoun p�nta bèltisth lÔsh. Gia k�je allag  sta dedomèna
tou probl matoc k�noun thn bèltisth epilog  gia th sugkekrimènh qronik  stigm ,
qwrÐc na elègqoun p¸c aut  h epilog  mporeÐ na ephre�sei to prìblhma sto mèllon.
To gegonìc autì mporeÐ na b�zei fragmoÔc se epilogèc pou ja mporoÔsan na gÐnoun
sto mèllon kai Ðswc na èdinan kalÔtera apotelèsmata gia to prìblhma se epìmenec
katast�seic.

Sth sugkekrimènh perÐptwsh o algìrijmìc mac jèloume se k�je eisagwg  kìm-
bou na qrwmatÐzei to nèo kìmbo ètsi ¸ste na isqÔei h conflict-free idiìthta gia
k�je alusÐda qrhsimopoi¸ntac ìso to dunatìn mikrìtero qr¸ma. K�je qrwmati-
smìc nèou kìmbou jètei k�poiouc periorismoÔc gia ton qrwmatismì twn epìmen¸n
tou. 'Opwc ja doÔme pio k�tw, to gegonìc autì odhgeÐ ton fully Greedy algìrijmo
sto na qrwmatÐzei k�poiec akoloujÐec eisìdou me arijmì qrwm�twn grammikì wc
proc to m koc eisìdou. Ac doÔme ìmwc ton algìrijmo.
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5.1.1 Idèa tou algorÐjmou
Prìkeitai gia ènan aplì algìrijmo pou den qrei�zetai epiplèon orismoÔc kai pa-
rathr seic. Sto pr¸to stoiqeÐo thc eisìdou dÐnei to qr¸ma 1. Gia k�je èna apì
ta epìmena stoiqeÐa, paÐrnei tic nèec alusÐdec pou dhmiourgoÔntai kai me diadoqi-
koÔc elègqouc epilègei wc qr¸ma gia to nèo stoiqeÐo to mikrìtero apì ìsa den
anatrèpoun thn conflict-free idiìthta se autèc tic alusÐdec.

Sto epìmeno aplì par�deigma blèpoume thn antÐdrash tou algorÐjmou se eÐsodo
6 stoiqeÐwn me akoloujÐa eisìdou 002020. H teleÐa dhl¸nei thn jèsh tou epìmenou
kìmbou:

Par�deigma 5.1.1. (ulopoÐhsh fully Greedy algorÐjmou)

ArqikopoÐhsh 1 o pr¸toc kìmboc p�irnei ton arijmì 1
10 b ma •1 to 1 qal�ei thn idiìthta sthn alusÐda 1-1
20 b ma 21• ed¸ to 1 aporrÐptetai lìgw thc alusÐdac 2-3
30 b ma •212 to 1 lìgw thc 1-4, kai to dÔo lìgw thc 1-2
40 b ma 32 • 12 to 1 lìgw thc 3-4, to dÔo lìgw thc 2-3
50 b ma •32312 ta 1, 2 kai 3 qal�ne lìgw twn 1-6, 1-4 kai 1-2
èxodoc 432312 den gÐnetai �lloc èlegqoc

Profan¸c den prìkeitai gia dÔskolo algìrijmo. To par�deigma èrqetai tupik�.
H akoloujÐa eisìdou tou paradeÐgmatoc an kei stic akoloujÐec pou anagk�zoun ton
algìrijmo na qrhsimopoi sei O(n) qr¸mata gia ton qrwmatismì n kìmbwn. Gia thn
poluplokìthta ìmwc ja mil soume parak�tw. Pr¸ta ja apodeÐxoume thn orjìthta
tou algorÐjmou.

5.1.2 Orjìthta tou algorÐjmou
H apìdeixh thc orjìthtac èrqetai me epagwg  sta stoiqeÐa eisìdou. Gia 1 kai
2 stoiqeÐa profan¸c o qrwmatismìc eÐnai conflict-free. 'Estw ìti gia k stoiqeÐa
èqoume epitÔqei conflict-free qrwmatismì kai èstw kat� thn eisagwg  tou to (k+1)
stoiqeÐo paÐrnei to qr¸ma c . AparaÐthth proôpìjesh gia thn epilog  tou c  tan
gia ìlec tic nèec alusÐdec na isqÔei h conflict-free idiìthta. Apì thn epagwgik 
upìjesh oi palièc alusÐdec ikanopoioÔn thn conflict-free idiìthta. Sunep¸c ìlec oi
alusÐdec thn ikanopoioÔn kai �ra èqoume conflict-free qrwmatismì ki o algìrijmoc
eÐnai orjìc.

5.1.3 Poluplokìthta
K�tw ìrio

Ja apodeÐxoume pwc gia k�je n ≤ 2 up�rqei akoloujÐa eisìdou n stoiqeÐwn pou
odhgeÐ ton algìrijmo sthn qr sh dn

2 e+ 1 qrwm�twn.

L mma 5.1.1. AkoloujÐec eisìdou thc morf c 00(20)i qrhsimopoioÔn i + 2 qr¸-
mata. To pr¸to kai deÔtero apì ta arister� paÐrnoun ta qr¸mata i + 2 kai i + 1
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antÐstoiqa. An i ≥ 1 to trÐto kai tètarto apì arister� stoiqeÐa qrwmatÐzontai me
i kai i + 1.

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai me epagwg  sto i. Gia tic eisìdouc 00 kai 0020,
gia i=0 kai 1, oi qrwmatismoÐ pou prokÔptoun apì ton algìrijmo eÐnai 21 kai 3212
antÐstoiqa (dec par�deigma). 'Estw loipìn ìti isqÔei pwc o qrwmatismìc sto i b ma
xekin�ei

i + 2 i + 1 i + 2 i i + 1 . . .

O epìmenoc kai proteleutaÐoc kìmboc thc akoloujÐac 00(20)i+1, èstw o v, ja ei-
saqjeÐ met� to i + 1 kai prin to i, met� th jèsh 2.

Isqurismìc. an o v p�rei to qr¸ma c tìte autì to qr¸ma ja mporoÔse k�llista
na qrhsimopoihjeÐ apì ton algìrijmo kai sto qrwmatismì tou kìmbou pou eis lje
akrib¸c prin ton v.

Pr�gmati, paÐrnoume to sÔnolo twn alusÐdwn pou perièqoun ton v kai to sÔnolo
aut¸n pou perièqoun ton pr¸to kìmbo, pou eÐnai autìc pou eis lje akrib¸c prin
apì ton v. An h alusÐda 1-2 exairejeÐ apì to deÔtero sÔnolo tìte ìlec oi upìloipec
alusÐdec blèpoume ìti an koun kai sto pr¸to sÔnolo. To ìti o pr¸toc kìmboc p re
to qr¸ma i + 2 mac faner¸nei pwc ìla ta mikrìtera qr¸mata qal�ne thn conflict-
free idiìthta toul�qiston se mia apì tic alusÐdec pou ton perièqoun. To i+1 qal�ei
thn idiìthta sthn exerejeÐsa alusÐda. 'Ara gia ìla ta upìloipa mikrìtera qr¸mata
eÐmaste sÐgouroi pwc to kajèna qal�ei thn idiìthta se mia toul�qiston apì tic
alusÐdec pou perièqoun ton v. To i + 1 aporrÐptetai kaj¸c h alusÐda 2-3 den ja
ikanopoioÔse thn idiìthta. 'Ara to c ja eÐnai c ≥ i + 2.

Isqurismìc. To i+2 den qal�ei thn idiìthta se kamÐa alusÐda tou upergr�fou. Wc
mikrìtero tètoio epilègetai ki èqoume to qrwmatismì na xekin�ei

i + 2 i + 1 i i + 1 . . .

Pr�gmati, k�je qr¸ma q met� to i eÐnai q ≤ i + 1, kaj¸c apì epagwgik  upì-
jesh ìtan  maste sto b ma i − 1 o qrwmatismìc eÐqe i − 1 + 2 = i + 1 qr¸mata.
'Olec oi alusÐdec loipìn pou den perièqoun ton pr¸to kìmbo diathroÔn thn idiìthta
lìgw thc epagwgik c upojèsewc kaj¸c to qr¸ma i+2 gia autèc apoteleÐ prwtoem-
fanizìmeno qr¸ma. M�lista ìsec apì autèc perièqoun ton trÐto kìmbo ja èqoun
dÔo qr¸mata monadik� an�mesa sta �lla qr¸mata, èna to qr¸ma pou up�rqei lì-
gw thc epagwgik c upìjesh ki èna to qr¸ma i + 2. Sunep¸c kai oi alusÐdec pou
xekinoÔn apì ton 10 kìmbo kai perièqoun ton 30 ja èqoun èna monadikì qr¸ma, to
proanaferjèn thc epagwgik c upìjeshc, kai �ra ja ikanopoioÔn thn conflict-free
idiìthta. H alusÐda twn dÔo pr¸twn stoiqeÐwn profan¸c ikanopoieÐ thn idiìthta
�ra to qr¸ma i + 2 epilèqjhke orj�.

O teleutaÐoc kìmboc thc akoloujÐac 00(20)i+1 ja eisaqjeÐ sthn arq  tou gr�-
fou. Ta qr¸mata i + 2, i + 1 kai i aporrÐptontai gia ton qrwmatismì tou kaj¸c
qal�ne thn idiìthta stic alusÐdec 1-2, 1-4 kai 1-6 antÐstoiqa. An mporoÔse na
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epileqteÐ k�poio mikrìtero apì aut� qr¸ma, èstw c, tìte autì ja qrhsimopoioÔtan
kai nwrÐtera, afoÔ o algìrijmoc eÐnai �plhstoc, gia ton qrwmatismì tou mèqri
prìtinoc pr¸tou kìmbou. Autì giatÐ:

Isqurismìc. An oi alusÐdec pou xekinoÔn apì ton pr¸to kìmbo enìc qrwmatismoÔ
c i + 2 i + 1 i + 2 i i + 1 . . .
diathroÔn thn conflict-free idiìthta tìte thn diathroÔn kai oi alusÐdec pou xekinoÔn
apì ton pr¸to kìmbo tou qrwmatismoÔ
c i + 1 i i + 1 . . . ,
dedomènou ìti oi treic teleÐec dhl¸noun Ðdia akoloujÐa qrwm�twn kai c < i.

Pr�gmati, afoÔ c < i oi alusÐdec 1-2 kai 1-3 tou deÔterou qrwmatismoÔ èqoun
thn idiìthta. 'Estw oi alusÐdec tou pr¸tou qrwmatismoÔ diathroÔn thn idiìthta,
tìte ja thn diathroÔn kai oi alusÐdec pou perièqoun touc kìmbouc dÔo kai tèssera.
Autèc ja èqoun monadikì qr¸ma diaforetikì apì to i + 2 kaj¸c autì emfanÐze-
tai  dh duo forèc stou kìmbouc dÔo kai tèssera. 'Ara to monadikì qr¸ma ja
emfanÐzetai k�je for� se k�poion apì touc �llouc kìmbouc thc alusÐdac. Ta qr¸-
mata twn �llwn kìmbwn sumpÐptoun kat� seir� me aut� twn kìmbwn tou deÔterou
qrwmatismoÔ. 'Etsi an k�noume thn antistoiqÐa

1− x −→ 1− (x-2), x ≥ 6

blèpoume ìti h isqÔc thc idiìthtac se alusÐda thc parap�nw morf c tou pr¸tou
qrwmatismoÔ pern� kai sthn antÐstoiqh alusÐda tou deÔterou qrwmatismoÔ. Lìgw
twn prohgoumènwn ìlec oi alusÐdec tou pr¸tou qrwmatismoÔ pou xekinoÔn apì ton
10 kìmbo kai perièqoun toul�qiston ton 40 eÐnai conflict-free qrwmatismènec. Apì
prin èqoume ìti kai oi alusÐdec 1-2 kai 1-3 eÐnai conflict-free qrwmatismènec kai
�ra apodeiknÔetai o isqurismìc. Telik� ìla ta mikrìtera qr¸mata aporrÐptontai
ki o algìrijmoc epilègei èna kainoÔrio qr¸ma gia to nèo kìmbo, to i + 3, kai o
qrwmatismìc gÐnetai:

i + 3 i + 2 i + 1 i i + 1 . . .

ki oloklhr¸netai h apìdeixh.

L mma 5.1.2. AkoloujÐec eisìdou thc morf c 00(20)i1 qrhsimopoioÔn i + 3 qr¸-
mata.

Apìdeixh. Apì to prohgoÔmeno l mma xèroume ìti h akoloujÐa eisìdou 00(20)i

dÐnei qrwmatismì pou xekin�ei

i + 2 i + 1 . . .

o teleutaÐoc kìmboc ja eisaqjeÐ amèswc met� thn jèsh 1. To gegonìc ìti o pr¸toc
kìmboc p re sto prohgoÔmeno b ma to qr¸ma i + 2 mac dhl¸nei pwc opoiod pote
mikrìtero qr¸ma qaloÔse thn idiìthta se toul�qiston mia apì tic alusÐdec tou
upergr�fou. Sunep¸c h akoloujÐa twn qrwm�twn twn kìmbwn apì to qr¸ma i + 1
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kai èpeita eÐnai tètoia pou apotrèpei thn qr sh mikrìterou apì to i+2 qr¸ma gia to
qrwmatismì enìc kìmbou pou prohgeÐtai akrib¸c aut¸n twn kìmbwn. O nèoc kìmboc
eisèrqetai akrib¸c prin apì aut  thn akoloujÐa kai �ra ja p�rei qr¸ma c ≥ i + 2.
To qr¸ma i + 2 qal�ei thn idiìthta sthn alusÐda 1-2, �ra c ≥ i + 3. Apì to
prohgoÔmeno l mma xèroume ìti gia ton qrwmatismì thc akoloujÐac 00(20)i èqoun
qrhsimopoihjeÐ akrib¸c i + 2 qr¸mata, dhlad  to i + 3 an epilegeÐ ja emfanÐzetai
gia pr¸th for� kai �ra den ja qal� thn idiìthta stic alusÐdec pou to perièqoun.
'Etsi epilègetai to i + 3 kai o qrwmatismìc thc eisìdou 00(20)i1 oloklhr¸netai me
qr sh i + 3 qrwm�twn.

Prìtash 5.1.1. Gia k�je n ≥ 2 up�rqei akoloujÐa eisìdou pou anagk�zei ton
algìrijmo na qrhsimopoi sei dn

2 e+ 1 qr¸mata

Apìdeixh. Gia k�je n ≥ 2 jewr¸ to Cn wc ex c

Cn =

{
00(20)

n−2
2 an n �rtioc

00(20)
n−3

2 1 an n perittìc

SÔmfwna me ta dÔo parap�nw l mmata gia n �rtio qrhsimopoioÔntai n−2
2 + 2 =

n
2 + 1 qr¸mata kai gia n perittì qrhsimopoioÔntai n−3

2 + 3 = n+1
2 + 1 qr¸mata

Dhlad  gia k�je n ≥ 2 h Cn apaiteÐ dn
2 e+1 qr¸mata.

'Anw ìrio
Ja deÐxoume pwc o algìrijmoc den qrhsimopoieÐ parap�nw apì dn

2 e+1 qr¸mata.

L mma 5.1.3. Se k�je qrwmatismì me ton fully Greedy algìrijmo to polÔ trÐa
qr¸mata emfanÐzontai mìno mia for� ston qrwmatismì.

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai me epagwg . Gia qrwmatismì mèqri tri¸n kìmbwn
den mporoÔn profan¸c na up�rxoun tèssera qr¸mata, pìso m�llon diaforetik�.
'Etsi gia akoloujÐec eisìdwn mèqri tri¸n stoiqeÐwn isqÔei to l mma. 'Estw ìti
èqoume ft�sei se qrwmatismì pou èqei mèqri trÐa qr¸mata na emfanÐzontai mia
for� mèsa se autìn kai jèloume na qrwmatÐsoume to epìmeno stoiqeÐo. An o
qrwmatismìc mac eÐqe èna   dÔo qr¸mata na emfanÐzontai mìno mia for� mèsa
se autìn, tìte ìpoio qr¸ma kai na èpairne o nèoc kìmboc ja eÐqame to polÔ trÐa
qr¸mata pou na èqoun monadik  emf�nish. An o qrwmatismìc mac eÐqe trÐa qr¸mata
pou emfanÐzontai monadik  for�, èstw a,b kai c, tìte:

Isqurismìc. O nèoc kìmboc ja èpairne k�poio apì ta  dh up�rqonta qr¸mata, ki
autì arkeÐ gia thn apìdeixh.

Autì giatÐ an upojèsoume pwc aut� emfanÐzontai me èna tètoio trìpo sto qrw-
matismì:

. . . a . . . b . . . c . . .
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tìte:

• An to nèo stoiqeÐo eisèljei prin to a   met� to c, ja mporeÐ sÐgoura na p�rei
to qr¸ma b, kaj¸c opoiad pote alusÐda perièqei touc dÔo kìmbouc me ta b,
ja perièqei kai eÐte to a eÐte to c, an�loga me to pou eis lje o nèoc kìmboc
ki ètsi ja èqei toul�qiston autì wc monadikì qr¸ma.

• An to nèo stoiqeÐo eisèljei an�mesa sta a kai b   sta b kai c, tìte ja mporeÐ
sÐgoura na p�rei to qr¸ma c   a antÐstoiqa, kaj¸c opoiad pote alusÐda
perièqei touc dÔo kìmbouc me ta c   a antÐstoiqa, ja perièqei kai to qr¸ma
b kai ja èqei toul�qiston autì wc monadikì qr¸ma.

Sunep¸c ìpou kai na eisèljei o nèoc kìmboc den ja p�rei kainoÔrio qr¸ma kai
oloklhr¸netai h apìdeixh.

Prìtash 5.1.2. Gia k�je n ≥ 2 kamÐa akoloujÐa eisìdou m kouc n den anagk�zei
ton algìrijmo na qrhsimopoi sei parap�nw apì dn

2 e+ 1 qr¸mata.

Apìdeixh. 'Estw ìti akoloujÐa eisìdou n stoiqeÐwn èqei qrwmatisteÐ me ton fully
Greedy algìrijmo. 'Estw ìti èqoun qrhsimopoihjeÐ k qr¸mata ston qrwmatismì,
ek twn opoÐwn ta u mÐa kai mìno for�. Ta k− u qr¸mata sunep¸c èqoun qrhsimo-
poihjeÐ toul�qiston dÔo forèc , kai apì to prohgoÔmeno l mma: u ≤ 3. 'Ara èqoume:

n ≥ 2(k − u) + u ⇒ 2k ≤ n + u ⇒ k ≤ bn+u
2 c ≤ bn+3

2 c ≤ dn
2 + 1e

pou apodeiknÔei kai thn prìtash.

Je¸rhma 5.1.1. Sth qeirìterh perÐptwsh o algìrijmoc qrwmatÐzei akoloujÐa
eisìdou n stoiqeÐwn me qr sh dn

2 e+ 1 qrwm�twn.

Apìdeixh. ApodeÐxame sthn prìtash 3.5.1 pwc gia k�je n up�rqei akoloujÐa ei-
sìdou gia ton qrwmatismì thc opoÐac o algìrijmoc qrei�zetai dn

2 e + 1 qr¸mata.
Sthn prìtash 3.5.2 apodeÐxame pwc o arijmìc autìc den mporeÐ na megal¸sei �llo.
Aut� apodeiknÔoun kai to je¸rhma.

Parathr seic

1. h pr¸th prosèggish sto online me sqetikèc jèseic prìblhma den eÐqe ka-
l� apotelèsmata. H qrhsimopoÐhsh Ω(n) qrwm�twn gia k�poiec akoloujÐec
eisìdou kajist� ton fully Greedy algìrijmo asÔmforo.

2. sthn epìmenh enìthta ja prospaj soume na xeper�soume to prìblhma twn
�plhstwn algorÐjmwn na mhn af noun perij¸ria zht¸ntac apì ènan �plhsto
kai p�li algìrijmo na katafèrnei k�ti pio isqurì. To na zht�me k�ti pio isqu-
rì mporeÐ na d¸sei telik� k�poia perij¸ria gia pio oikonomik  antimet¸pish
epìmenwn katast�sewn ìtan prìkeitai gia �plhstouc algìrijmouc.
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5.2 O UniMax Greedy algìrijmoc
O algìrijmoc pou ja melet soume se aut  thn enìthta ent�ssetai kai autìc sto
sÔnolo twn �plhstwn algorÐjmwn. Eis qjei sto [FLM+05]. Den eÐnai �plhstoc
wc proc thn conflict-free idiìthta all� wc proc mia nèa pou ja thn onom�soume
unimax cf idiìthta.

Orismìc 5.2.1. (unimax cf idiìthta se alusÐda)
MÐa alusÐda eÐnai unimax cf qrwmatismènh ìtan to megalÔtero qr¸ma tou qrw-
matismoÔ thc emfanÐzetai mìno se èna kìmbo thc.

Orismìc 5.2.2. (unimax cf idiìthta se gr�fo)
'Enac gr�foc eÐnai unimax cf qrwmatismènoc ìtan ìlec oi alusÐdec tou eÐnai unimax
cf qrwmatismènec.

Gia eukolÐa sthn an�lush tou algorÐjmou ja qrhsimopoi soume kai ed¸ thn
antistoiqÐa twn qrwm�twn me touc fusikoÔc arijmoÔc. JumÐzw pwc megalÔtero
qr¸ma se èna qrwmatismì shmaÐnei pio kajusterhmènh pr¸th emf�nish tou qr¸ma-
toc se sqèsh me ta mikrìtera qr¸mata autoÔ tou qrwmatismoÔ. EÐnai eÔkolo na
parathr soume pwc h nèa mac idiìthta eÐnai pio isqur  idiìthta apì thn conflict-free
kai ìtan ikanopoieÐte eÐmaste sÐgouroi pwc ikanopoieÐte kai h conflict-free idiìthta.
Pr�gmati sthn unimax cf idiìthta den zht�me apl� gia k�je alusÐda na up�rqei
toul�qiston ènac kìmboc me monadikì qr¸ma an�mesa stouc �llouc kìmbouc, all�
na up�rqei ènac tètoioc kìmboc pou epiplèon na eÐnai qrwmatismènoc me to mega-
lÔtero qr¸ma thc k�je alusÐdac. Kat' an�gkhn ja eÐnai kai monadikìc tètoioc.

Par�deigma 5.2.1.

1 2 3 5 4 8 6 7 . IkanopoieÐ thn unimax cf idiìthta kai kat�n�gkhn kai thn con-
flict free . SÐgouroc all� apaithtikìc se pl joc qrwm�twn

1 3 2 3 5 2 1 4 . ikanopoeÐ thn conflict free idiìthta all� h alusÐda 2-4 den eÐnai
unimax cf qrwmatismènh.

1 2 4 1 3 2 1 4 . ikanopoieÐ thn unimax cf kai thn ikanopoioÔse se k�je nèa eisa-
gwg  kìmbou pou ègine sÔmfwna me thn akoloujÐa eisìdou 01101560

5.2.1 Idèa tou algorÐjmou
O algìrijmoc autìc jèloume gia k�je nèa eisagwg  kìmbou na qrwmatÐzei to nèo
kìmbo me qr¸ma tètoio pou na exakoloujeÐ na diathreÐte h unimax cf idiìthta ston
upergr�fo. Ja d¸soume thn idèa tou algìrijmou pou epitugq�nei ton parap�nw
stìqo. 'Estw ìti eis�getai ènac nèoc kìmboc ston upergr�fo.
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Orismìc 5.2.3. O p �blèpei� èna kìmbo x an ìloi oi kìmboi pou paremb�llontai
metaxÔ p kai x eÐnai qrwmatismènoi me qr¸ma mikrìtero tou qr¸matoc tou x. 'Otan
sumbaÐnei autì lème kai ìti o p �blèpei� to c(x), ìpou me c(x)ennoÔme to qr¸ma tou
x.

Ac doÔme ìmwc ti k�nei o algìrijmoc. Ston pr¸to kìmbo dÐnei to qr¸ma 1.
Gia tou epìmenouc kìmbouc efarmìzei ton akìloujo kanìna: d¸se sto nèo kìmbo
p to mikrìtero qr¸ma pou den blèpei se kamÐa apì tic dÔo kateujÔnseic. AxÐzei na
shmei¸soume ìti o k�je p mporeÐ na blèpei èna qr¸ma mìno proc mÐa kateÔjunsh,
m�lista ja to apodeÐxoume parak�tw kaj¸c qrei�zetai gia thn epibebaÐwsh thc
orjìthtac tou algorÐjmou. Diaisjhtik� p�ntwc blèpoume pwc an mporoÔse na dei
èna qr¸ma kai proc tic dÔo kateujÔnseic tìte kai oi dÔo kìmboi pou ja èqoun autì
to qr¸ma ja blèpontai kai metaxÔ touc, kai �ra o deÔtero-eisaqjeÐsac apì touc
dÔo den ja èpairne to Ðdio qr¸ma me ton pr¸to. Autìc eÐnai o Unique Maximum
Greedy algìrijmoc   apl� UniMax Greedy algìrijmoc.
Sto par�deigma blèpoume thn antÐdrash tou algorÐjmou se k�je nèa eisagwg 
kìmbou ston gr�fo. Ja eisaqjoÔn 7 kìmboi sÔmfwna me thn akoloujÐa eisìdou
0121343. Sta arister� faÐnetai o mèqri to t b ma qrwmatismìc en¸ me thn teleÐa
upodhl¸netai pou ja eisèljei o epìmenoc kìmboc. Sta dexi� elègqetai poia qr¸mata
mporeÐ na dei o nèoc kìmboc, arister� thc teleÐac brÐskontai ìsa ja blèpei sta
arister� tou en¸ dexi� ìsa ja blèpei sta dexi� tou. Apì ta qr¸mata pou leÐpoun
apì tic agkÔlec gÐnetai h epilog  tou mikrìterou kai m' autì qrwmatÐzetai o nèoc
kìmboc.

Par�deigma 5.2.2. (UlopoÐhsh UniMax Greedy algorÐjmou)

ArqikopoÐhsh 1 o pr¸toc kìmboc p�irnei ton arijmì 1
10 b ma 1• [1•] blèpei arister� to 1, �ra dÐnei 2
20 b ma 12• [2•] to 1 krÔbetai pÐsw apì to 2, �ra 1
30 b ma 1 • 21 [2 • 1] blèpei kai ta dÔo opìte dÐnei 3
40 b ma 132 • 1 [32 • 1] kai p�li ta blèpei ìla opìte kainoÔrio, 4
50 b ma 1324 • 1 [4 • 1] krÔbontai 2 kai 3. Epilègetai to mikrìtero
60 b ma 132 • 421 [32 • 4] to 3 krÔbei to 1, ètsi epilègetai to 1
èxodoc 1321421 den gÐnetai �lloc èlegqoc

EÐnai eÔkolo na parathr soume ìti sto par�deigm� mac se k�je b ma isqÔei
h unimax cf idiìthta gia ìlec tic alusÐdec. 'Hrje h ¸ra na apodeÐxoume ìti autì
isqÔei gia k�je online qrwmatismì pou gÐnetai me ton UniMax Greedy algìrijmo.

5.2.2 Orjìthta tou algorÐjmou
H orjìthta tou algorÐjmou apodeiknÔetai me epagwg  sthn eisagwg  twn stoiqeÐ-
wn. 'Estw ìti èqoume ft�sei sthn eisagwg  tou p kai mèqri autì to shmeÐo isqÔei
h unimax cf idiìthta gia ìlec tic alusÐdec.
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Isqurismìc. K�je qr¸ma mporeÐ na blèpetai mìno mia for� apì ton p.

ToÔto giatÐ:

• an upojèsoume pwc blèpei èna qr¸ma duo forèc apì thn Ðdia meri�, èstw stouc
kìmbouc u kai v, tìte h alusÐda pou xekin� apì ton u kai katal gei ston v
den ja ikanopoioÔse thn unimax cf idiìthta, �topo lìgw thn epagwgik c
upìjeshc,

• an upojèsoume ìti blèpei k�poio qr¸ma kai apì ta arister� tou kai apì ta
dexi� tou tìte prin apì thn eisagwg  tou p h alusÐda pou èqei wc �kra autoÔc
touc dÔo kìmbouc den ikanopoioÔse thn unimax cf idiìthta, p�li �topo lìgw
epagwgik c upojèsewc

'Estw loipìn o algìrijmoc dÐnei to qr¸ma c ston p. Oi alusÐdec pou perièqoun
ton p ki èqoun mègisto qr¸ma megalÔtero tou c ja exakoloujoÔn na ikanopoioÔn
thn unimax cf èqontac wc mègisto qr¸ma to Ðdio qr¸ma pou eÐqan kai prin thn
eisagwg  tou p. Oi alusÐdec pou perièqoun ton p ki èqoun wc mègisto qr¸ma to c
den mporoÔn na perièqoun kai �llo kìmbo me to Ðdio qr¸ma afoÔ tìte o p ja èblepe
ton kontinìtero tètoio kìmbo kai den ja èpairne apì ton algìrijmo to Ðdio qr¸ma me
autìn. 'Ara ki autèc oi alusÐdec exakoloujoÔn na ikanopoioÔn thn idiìthta. 'Olec
oi upìloipec alusÐdec den perièqoun ton p kai �ra exakoloujoÔn na diathroÔn thn
unimax cf apì thn epagwgik  upìjesh. Me autì ton trìpo oloklhr¸netai kai h
apìdeixh thc orjìthtac. EÔkola diapist¸netai ìti o algìrijmoc apodÐdei ston k�je
nèo kìmbo ton el�qisto arijmì-qr¸ma pou mporeÐ ¸ste na isqÔei h idiìthta unimax
cf gia ìlec tic alusÐdec. To gegonìc autì eÐnai pou ton k�nei �plhsto wc proc thn
unimax cf idiìthta.

5.2.3 MÐa ìmorfh parat rhsh
Prin mil soume gia thn poluplokìthta tou algorÐjmou ac doÔme k�ti pou ja qreia-
steÐ se epìmeno kef�laio. JumÐzoume ìti me P (t) sumbolÐzoume ton upergr�fo thn
qronik  stigm  t. Me C(P (t)) dhl¸noume thn akoloujÐa twn qrwm�twn tou P (t)
apì ta arister� proc ta dexi�. OrÐzoume anadromik� thn akoloujÐa Sk wc ex c:

1. S1 = (1)

2. Sk = Sk−1‖(k)‖Sk−1, k > 1

ìpou ‖ shmaÐnei par�jesh, ìpwc kai sthn statik  perÐptwsh.

Par�deigma 5.2.3.

• S1 = (1)

• S2 = (1, 2, 1)
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• S3 = (1, 2, 1, 3, 1, 2, 1)

• S4 = (1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1)

JumÐzoume ìti |Sk| = 2k − 1

Orismìc 5.2.4. OrÐzoume C0(a, b) thn suneqìmenh upakoloujÐa thc Sk pou xekin�
apì to shmeÐo a thc akoloujÐac kai katal gei sto shmeÐo b aut c, me k na eÐnai
autì gia to opoÐo isqÔei h sqèsh 2k−1 ≤ b < 2k.

Par�deigma 5.2.4. to C0(3, 8) eÐnai h upakoloujÐa thc S4, pou xekin� apì to 30

stoiqeÐo kai katal gei sto 80, dhlad  h (1, 3, 1, 2, 1, 4).

L mma 5.2.1. (qwrÐc apìdeixh)

1. An to k�je èna apì ta stoiqeÐa tou P se k�je qronik  stigm  t eis�getai sta
dexi� ìlwn twn prohgoÔmenwn, dhlad  sÔmfwna me thn akoloujÐa 012345 . . .
tìte C(P (t)) = C0(1, t).

2. An to k�je èna apì ta stoiqeÐa tou P se k�je qronik  stigm  t eis�getai sta
arister� ìlwn twn prohgoÔmenwn, dhlad  sÔmfwna me thn akoloujÐa 000 . . .
tìte C(P (t)) = C0(2k − t, 2k − 1), ìpou to k eÐnai autì gia to opoÐo isqÔei h
sqèsh 2k−1 ≤ t < 2k

3. An to k�je èna apì ta stoiqeÐa tou P se k�je qronik  stigm  t eis�getai
eÐte sta arister� eÐte sta dexi� twn prohgoÔmenwn tou, dhlad  gia akoloujÐa
eisìdou ìpou sthn jèsh x ja up�rqei   0   x-1, tìte to C(P (t)) eÐnai mia
upakoloujÐa thc morf c C0(a, b), me b ≤ |P (t)|.

To Sk eÐnai h lÔsh gia to prìblhma qrwmatismoÔ thc statik c perÐptwshc.
To ìmorfo tou l mmatoc eÐnai pwc faner¸nei thn sqèsh thc lÔshc thc statik c
perÐptwshc me ton qrwmatismì pou k�nei o algìrijmoc me tic parap�nw eisìdouc.
Krat ste to apotèlesma ja qreiasteÐ sto epìmeno kef�laio.

5.2.4 Poluplokìthta
K�tw ìrio

Je¸rhma 5.2.1. o UniMax Greedy algìrijmoc mporeÐ na qreiasteÐ Ω(
√

n) qr¸-
mata sth qeirìterh perÐptwsh gia èna sÔnolo n shmeÐwn.

Apìdeixh. Gia k�je akèraio k jewroÔme thn akoloujÐa

Ck = (1, 2, 1, 3, 2, 1, . . . , k − 1, k − 2, . . . , 1, k, k − 1, . . . , 1).
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An orÐsoume Dj = (j, j− 1, . . . , 1) parathroÔme ìti to Ck eÐnai akrib¸c h par�jesh
twn Dj gia j = 1 . . . k, dhlad  Ck = D1‖D2‖ . . . ‖Dk.
JewroÔme kai thn akoloujÐa nk = k(k+1)

2 , k ≥ 1.
Ja apodeÐxoume pr¸ta pwc gia k�je k up�rqei akoloujÐa eisìdou nk to pl joc
stoiqeÐwn pou odhgeÐ ton algìrijmo sto na d¸sei wc telikì qrwmatismì ton Ck. H
apìdeixh èrqetai me epagwg  sto k . Gia k = 1 kai k = 2 profan¸c o algìrijmoc
dÐnei to C1 kai to C2 antÐstoiqa stic akoloujÐec eisìdou 0 kai 000. 'Estw gia k�poio
k o algìrijmoc dÐnei ton qrwmatismì Ck. Prosjètoume ston upergr�fo k + 1 to
pl joc nèa stoiqeÐa, k stic jèseic ekeÐnec pou prohgoÔntai twn Dj , xekin¸ntac apì
to Dk fjÐnontac proc to D1, kai to (k+1)0 sthn arq , dhlad  h akoloujÐa eisìdou
apì to shmeÐo autì kai èpeita eÐnai k(k−1)

2
(k−1)(k−2)

2 . . . 10.
To stoiqeÐo pou ja eisèljei an�mesa sto Dk−1 kai sto Dk ja blèpei arister� tou
ìla ta qr¸mata tou Dk−1, pou eÐnai apì to 1 mèqri kai to k− 1, kai akrib¸c dexi�
tou to qr¸ma k. 'Etsi o algìrijmoc tou dÐnei to qr¸ma k + 1. T¸ra plèon ta
teleutaÐa k + 1 yhfÐa sqhmatÐzoun to Dk+1. OmoÐwc to stoiqeÐo pou ja eisèljei
an�mesa sto Dk−2 kai sto Dk−1 ja p�rei to qr¸ma k kai arister� tou Dk+1 ja
dhmiourghjeÐ to Dk. SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo paÐrnoume telik� thn par�jesh:
D2‖D3‖ . . . ‖Dk+1. To (k + 1)0 shmeÐo arister� tou den èqei kìmbouc kai akrib¸c
dexi� tou èqei kìmbo qrwmatismèno me to 2, to opoÐo krÔbei ìla ta 1 pou up�rqoun
sta dexi�. PaÐrnei loipìn to qr¸ma 1 ki ètsi dhmiourgeÐte kai to D1. Me autì ton
trìpo apì to Ck paÐrnoume to Ck+1.
O Ck èqei k qr¸mata kai qrhsimopoieÐ nk to pl joc stoiqeÐa. Sunep¸c èqoume:

nk = k(k+1)
2 = k2+k

2 ≤ k2 ⇒ k ≥ √
nk

To teleutaÐo apodeiknÔei to je¸rhma.

'Anw ìrio
H eÔresh enìc �nw orÐou mporeÐ na gÐnei me thn Ðdia prosèggish thc prohgoÔme-

nhc enìthtac. 'Ena �nw ìrio tou algorÐjmou brÐsketai ìti eÐnai h qr sh bn
2 + 2c

qrwm�twn.

L mma 5.2.2. Se k�je qrwmatismì me ton fully Greedy algìrijmo to polÔ tèssera
qr¸mata emfanÐzontai mìno mia for� ston qrwmatismì.

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai me epagwg 
Gia qrwmatismì mèqri tess�rwn kìmbwn den mporoÔn profan¸c na up�rxoun pènte
qr¸mata, pìso m�llon diaforetik� metaxÔ touc. 'Etsi gia akoloujÐec eisìdwn
mèqri tess�rwn stoiqeÐwn isqÔei to l mma.
An o qrwmatismìc mac eÐqe èna, dÔo   trÐa qr¸mata na emfanÐzontai mìno mia for�
mèsa se autìn, tìte ìpoio qr¸ma kai na èpairne o nèoc kìmboc ja eÐqame to polÔ
tèssera qr¸mata na èqoun monadik  emf�nish.
'Estw o qrwmatismìc mac èqei akrib¸c tèssera qr¸mata, ta a, b, c kai d, na
emfanÐzontai mìno mia for�, ki èstw qwrÐc bl�bh thc genikìthtac se aut  th di�taxh
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. . . a . . . b . . . c . . . d . . .

Isqurismìc. To megalÔtero qr¸ma apì ta tèssera ja eÐnai   to b   to c.

Pr�gmati. Upojètoume ìti to megalÔtero qr¸ma eÐnai to a. O kìmboc me to qr¸ma
a eis lje met� apì touc �llouc treic monadik� qrwmatismènouc kìmbouc. Autì
isqÔei giatÐ an upojèsoume pwc k�poioc monadik� qrwmatismènoc kìmboc eis lje
met� apì autìn me to qr¸ma a, to monadikì qr¸ma pou ja èpairne ja èprepe na
eÐnai kainoÔrio kai �ra megalÔtero tou a afoÔ ìla ta qr¸mata mèqri to a ja eÐqan
qrhsimopoihjeÐ . O kìmboc me to qr¸ma a blèpei kai to qr¸ma c kai to qr¸ma d,
giatÐ se diaforetik  perÐptwsh ja èpairne k�poio apì aut� ta qr¸mata, apì ton
�plhsto algìrijmo, kai ìqi k�poio megalÔterì touc. 'Ara b < c < d. 'Omoia me
prin, epeid  d > c kai d > b, o kìmboc me to qr¸ma d eis lje met� touc kìmbouc
me ta qr¸mata b kai c. To ìti p re kainoÔrio qr¸ma shmaÐnei pwc èblepe to qr¸ma
b, �ra b > c. LÐgo pio prin br kame b < c, �topo. Sunep¸c to megalÔtero qr¸ma
den mporeÐ na eÐnai to a. 'Omoia to megalÔtero qr¸ma den mporeÐ na eÐnai to d (ja
eÐqame c < b < a kai c > b). 'Ara pr�gmati to megalÔtero apì ta tèssera qr¸mata
eÐnai   to b   to c.

Isqurismìc. O nèoc kìmboc den qrei�zetai kainoÔrio qr¸ma.

Autì giatÐ, èstw ìti to megalÔtero qr¸ma eÐnai to b (  to c).

• An o nèoc kìmboc eisèljei sta arister� tou b (  tou c) tìte sÐgoura den ja
blèpei to d, afoÔ autì emfanÐzetai mÐa mìno for�, kai aut  sta dexi� tou b
(  tou c), kai �ra to qr¸ma pou ja p�rei ja eÐnai mikrìtero   Ðso tou d

• An o nèoc kìmboc eisèljei sta dexi� tou b (  tou c) tìte sÐgoura den ja
blèpei to a, afoÔ autì emfanÐzetai mÐa mìno for�, kai aut  sta arister� tou
b (  tou c), kai �ra to qr¸ma pou ja p�rei ja eÐnai mikrìtero   Ðso tou a

Sunep¸c o nèoc kìmboc den paÐrnei kainoÔrio qr¸ma, kai to l mma apodeÐqthke.

Prìtash 5.2.1. Gia k�je n ≥ 2 kamÐa akoloujÐa eisìdou m kouc n den anagk�zei
ton algìrijmo na qrhsimopoi sei parap�nw apì bn

2 c+ 2 qr¸mata.

Apìdeixh. 'Estw ìti akoloujÐa eisìdou n stoiqeÐwn èqei qrwmatisteÐ me ton Un-
iMax Greedy algìrijmo. 'Estw ìti èqoun qrhsimopoihjeÐ k qr¸mata ston qrwmati-
smì, ek twn opoÐwn ta u mÐa kai mìno for�. Ta k−u qr¸mata èqoun qrhsimopoihjeÐ
toul�qiston dÔo forèc kai �ra n ≥ 2(k−u)+u. Apì to prohgoÔmeno l mma u ≤ 4.
'Ara èqoume

n ≥ 2(k − u) + u ⇒ 2k ≤ n + u ⇒ k ≤ bn+u
2 c ≤ bn+4

2 c ≤ bn+u
2 c = bn

2 c+ 2
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Parathr seic

1. O UniMax Greedy algìrijmoc se k�poiec peript¸seic qrhsimopoieÐ ligìtera
qr¸mata apì ton fully Greedy thc prohgoÔmenhc enìthtac, all� kai antÐstro-
fa. Genik� p�ntwc jewreÐte ìti eÐnai kalÔteroc apì ton fully Greedy . O ba-
sikìc lìgoc pou parousi�sthke eÐnai giatÐ èdwse thn idèa gia thn dhmiourgÐa
enìc pio apodotikoÔ nteterministikoÔ algìrijmou, autoÔ pou parousi�zetai
sthn epìmenh enìthta kai enìc pijanotikoÔ o opoÐoc epÐshc parousi�zsetai
pio k�tw.

2. H teqnik  eÔreshc tou k�tw orÐou gia ton fully Greedy algìrijmo den mporeÐ
na doulèyei ed¸. Genik� oi proseggÐseic pou èqoun gÐnei odhgoÔn se k�tw
ìrio thc t�xhc tou Ω(

√
n) . Eik�zetai ìti to �nw ìrio mporeÐ na katèbei sto

O(
√

n) . To prìblhma paramènei anoiqtì.

3. Peiramatikèc melètec deÐqnoun ton algìrijmo na qrhsimopoieÐ O(log n) qr¸-
mata kata mèso ìro se tuqaièc eisìdouc. Apì aut  thn �poyh mporeÐ na
jewrhjeÐ kalìc.

5.3 O leveled UniMax Greedy algìrijmoc
Se aut  thn enìthta ja parousi�soume ènan ikanopoihtikì nteterministikì algì-
rijmo gia to online me sqetikèc jèseic prìblhma. Eis qje kai autìc sto [FLM+05].
EÐnai algìrijmoc pou basÐzetai ston UniMax Greedy algìrijmo kai qrhsimopoieÐ
mìno O(log2 n) qr¸mata, ìpwc ja deÐxoume. QrwmatÐzei ton kìmbo pou eisèrqetai
se duo st�dia. Pr¸ta ton katat�sei se èna epÐpedo, kajèna apì ta opoÐa èqei
monadik� qr¸mata an�mesa sta �lla epÐpeda, kai met� ton qrwmatÐzei me b�sh ta
qr¸mata autoÔ tou epipèdou. Ton onom�zoume leveled UniMax Greedy algìrijmo
kai eÐnai ¸ra na doÔme pwc akrib¸c k�nei ta parap�nw.

5.3.1 Idèa tou algorÐjmou
'Estw ìti eisèrqetai o kìmboc x ston gr�fo. SumbolÐzoume me l(w) to epÐpedo sto
opoÐo up�rqei to w. Diaforopoi¸ntac ton orismì tou blèpei pou k�name gia ton
UniMax Greedy algìrijmo èqoume

Orismìc 5.3.1. Ja lème ìti o x blepei ton y   isodÔnama o y faÐnetai ston x an
kai mìno an gia k�je z an�mesa sta x kai y isqÔei l(z) < l(y)

'Otan loipìn eisèrqetai o x ton katat�soume sto monadikì epÐpedo l(x) to opoÐo
eÐnai to mikrìtero gia to opoÐo den up�rqei eÐte apì ta arister� eÐte apì ta dexi�
tou x (eÐte ki apo tic dÔo merièc) kìmboc y tou upergr�afou pou na faÐnetai ston
x kai na an kei se autì to epÐpedo.
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T¸ra qrwmatÐzoume ton x me b�sh thn akoloujÐa twn kìmbwn pou an koun
sto Ðdio me autìn epÐpedo kai touc opoÐouc blèpei. H akoloujÐa aut  twn kìmbwn
dhlad  den perièqei touc kìmbouc y gia touc opoÐouc eÐte l(y) 6= l(x) eÐte l(y) =
l(x) all� an�mesa ston kai y ton x up�rqei z tètoio ¸ste l(z) > l(x). Gia ton
qrwmatismì aut c thc akoloujÐac kìmbwn qrhsimopoioÔme ton UniMax Greedy
algìrijmo qrhsimopoi¸ntac ta qr¸mata tou l(x) mìno. Me to par�deigma gÐnetai
pio katanoht  h dr�sh tou algorÐjmou. H teleÐa dhl¸nei thn jèsh tou nèou kìmbou
kai o deÐkthc sta qr¸mata deÐqnei to epÐpedo sto opoÐo an koun.

Par�deigma 5.3.1.

10 b ma: 11 o pr¸toc kìmboc katat�setai sto epÐpedo l1 kai paÐrnei
ton pr¸to arijmì autoÔ tou epipèdou

20 b ma: 11• dexi� thc teleÐac den faÐnetai kanènac kìmboc pou na
an kei sto epÐpedo 1. 'Etsi o nèoc kìmboc katat�setai sto epÐpedo 1 kai me
ton UniMax greedy algìrijmo paÐrnei to qr¸ma 21

30 b ma: 11 • 21 o nèoc kìmboc blèpei kai dexi� tou kai arister� tou
qr¸mata pou an koun sto epÐpedo 1. 'Etsi gÐnetai kìmboc epipèdou 2 kai
paÐrnei to pr¸to qr¸ma autoÔ tou epipèdou wc pr¸toc kìmboc autoÔ, to 12.

40 b ma: 111221• ed¸ p�li dexi� thc teleÐac den faÐnetai kanènac kìm-
boc pou na an kei sto epÐpedo 1 kai �ra o nèoc kìmboc ja p�rei qr¸ma apì
to epÐpedo 1. O UniMax Greedy algìrijmoc ja k�nei ton qrwmatismì sthn
akoloujÐa mìno twn kìmbwn pou brÐskontai dexi� tou kìmbou me to qr¸ma 12.
Telik� ja p�rei to qr¸ma 11

50 b ma: 111221 • 11 ed¸ kai dexi� kai arister� faÐnetai qr¸ma epipèdou
1. Epeid  dexi� thc teleÐac den faÐnetai qr¸ma epipèdou 2 o nèoc kìmboc ka-
tat�setai sto epÐpedo 2, parìti arister� tou kìmbou faÐnetai qr¸ma epipèdou
2. Telik� paÐrnei to qr¸ma 22.

60 b ma: 111221 • 2211 sta dexi� tou kìmbou den faÐnetai kìmboc epipè-
dou 1, krÔbontai pÐsw apì ton kìmbo epipèdou 2. 'Etsi o nèoc kìmboc ent�s-
setai sto epÐpedo 1. O qrwmatismìc tou ja gÐnei me b�sh touc kìmbouc pou
brÐskontai an�mesa stouc dÔo kìmbouc epipèdou 2 kaj¸c mìno autoÐ an koun
sto epÐpedì tou kai mporeÐ na blèpei. Ja p�rei to qr¸ma 11.

70 b ma: 111221 • 112211 ed¸ kai dexi� kai arister� faÐnontai kìmboi pou
an koun sto epÐpedo 1 all� kai kìmboi pou an koun sto epÐpedo 2. 'Etsi o
nèoc kìmboc gÐnetai o pr¸toc kìmboc epipèdou 3 kai paÐrnei to qr¸ma 13.

80 b ma: 11122113112211 den gÐnetai �lloc èlegqoc, èxodoc.

Prin proqwr soume sthn apìdeixh thc orjìthtac tou algorÐjmou all� kai thn
an�lush thc poluplokìtht�c tou, k�noume mÐa an�lush autoÔ kai k�poiec parath-
r seic ep�nw ston trìpo dr�shc tou.
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5.3.2 An�lush tou algorÐjmou
Xekin�me k�nontac tic ex c parathr seic:

1. Upojètoume pwc ènac kìmboc x eisèrqetai ston gr�fo kai katat�setai sto
epÐpedo i > 1. AfoÔ to x den katat�qjhke se k�poio epÐpedo j < i shmaÐnei
pwc gia kaje j blèpei kai sta arister� kai sta dexi� tou kìmbo pou an kei
sto j epÐpedo. 'Estw lj kai rj ta en lìgw shmeÐa sta arister� kai dexi�
antÐstoiqa. Me Ej(x) dhl¸noume thn alusÐda lj − rj .
Isqurismìc. Gia k�je j < k < i isqÔei Ej ⊂ Ek

O isqurismìc isqÔei giatÐ gia na faÐnontai ta shmeÐa tou epipèdou j ston x
ja prèpei na brÐskontai kai ta dÔo pio kont� ston x ap' ìti ta antÐstoiqa tou
k epipèdou.

2. Ta shmeÐa tou i epipèdou dhmiourgoÔn alusÐdec, tic i-alusÐdec.
Isqurismìc. K�je E thc prohgoÔmenhc parat rhshc eÐnai mia i-alusÐda x−y
tou upergr�fou me thn idiìthta ta x kai y na an koun sto i epÐpedo kai ìla
ta eswterik� shmeÐa thc alusÐdac na an koun se mikrìtero epÐpedo.

EÐnai ètsi kaj¸c se diaforeti  perÐptwsh an up rqe kìmboc z megalÔterou
epipèdou apo to i an�mesa sta �kra k�poiou Ej(x), me to x epipèdou i, tìte
o x ja blèpei autìn ton kìmbo apì th mÐa meri� kai ìqi to �kro tou Ej(x)
pou brÐsketai sthn Ðdia merÐa me ton z.

3. To E dhmiourgeÐte ìtan o deÔteroc apì touc akraÐouc kìmbouc tou eisèrqetai.

Orismìc 5.3.2. Ja lème ìti o x kleÐnei thn alusÐda E ìtan akrib¸c eÐnai
o deÔteroc kat� seir� eisagwg c kìmboc apì touc duo akraÐouc thc alusÐdac.
Ton x ton kaloÔme kìmbo kleisÐmatoc.

Isqurismìc. Apì kataskeu c o x den mporei na kleÐnei ki �llh alusÐda

Pr�gmati. Se antÐjeth perÐptwsh to �llo �kro thc deÔterhc alusÐdac ja
briskìtan sÐgoura sthn antÐjeth kateÔjunsh tou �llou �krou thc pr¸thc
alusÐdac, allÐwc o kìmboc mac den ja èkleine kai tic dÔo alusÐdec. 'Etsi o
kìmboc mac mpaÐnontac an�mesa stouc dÔo autoÔc kìmbouc pou an koun sto
i epÐpedo den ja katatassìtan ki autìc sto i epÐpedo.

4. DÐnoume èna qr simo orismì.

Orismìc 5.3.3. OrÐzoume wc trèximo se epÐpedo i k�je upakoloujÐa x1x2 . . . xk

thc akoloujÐac twn kìmbwn tou gr�fou pou ikanopoeÐ ta akìlouja:

• oi kìmboi thc an koun sto i epÐpedo,

• an�mes� stouc kìmbouc thc den paremb�letai kanèna shmeÐo pou an kei
se megalÔtero apì to i epÐpedo kai
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• opoiosd pote kìmboc epipèdou i tou mèqri t¸ra gr�fou kai an prostejeÐ
se aut  anaireÐ thn deÔterh idiìthta (dhlad  paÐrnoume thn mègisth
upakoloujÐa wc proc ton arijmì twn kìmbwn pou ikanopoieÐ thn deÔterh
idiìthta).

Touc x1 kai xk touc kaloÔme �kra tou.

Isqurismìc. Otan èna shmeÐo katat�ssetai sto epÐpedo i kai eisèrqetai mèsa
se èna trèximo autoÔ tou epipèdou tìte ja mpaÐnei eÐte sthn arq  eÐte sto
tèloc tou trexÐmatoc

ToÔto giatÐ an èmpaine an�mesa sta dÔo �kra tou trexÐmatoc, ja èblepe kai
dexia kai arister� shmeÐa pou ja an kan sto i epÐpedo kai o algìrijmoc den
ja ton katètasse sto i epÐpedo.

5. Ta trexÐmata diark¸c metab�llontai kaj¸c eisèrqontai nèoi kìmboi. Me k�je
eÐsodo nèou kìmbou èna trèximo mporeÐ eÐte na megal¸sei, ìpwc eÐdame pio
p�nw, eÐte na qwristeÐ se dÔo nèa, ìtan èna shmeÐo megalÔterou epipèdou
eisèrqetai k�pou an�mesa sta dÔo �kra tou.

6. SuneqÐzontac apì tic parathr seic 1 kai 2 èqoume

Isqurismìc. 'Otan o x, epipèdou i, eisèrqetai ston gr�fo, katastrèfei tic
alusÐdec Ej(x), j < i , stwn opoÐwn ta �kra mpaÐnei an�mesa. M�lista
katastrèfei mìno autèc.

Autì alhjeÔei kaj¸c ìtan o x, epipèdou i, mpaÐnei sto eswterikì miac alusÐ-
dac Ej(x), j < i , tìte aut  paÔei na èqei sto eswterikì thc mìno kìmbouc me
epÐpedo mikrìtero apì autì twn akraÐwn kìmbwn thc ki ètsi katastrèfetai.
Profan¸c den mporeÐ na ephre�sei alusÐdec stic opoÐec den paremb�lletai.
Ja kataskeu�soume èna d�soc me kìmbouc touc kìmbouc tou gr�fou. K�nou-
me ton k�je nèo kìmbo x pou eisèrqetai rÐza tou d�souc kai patèra ìlwn twn
kìmbwn kleisÐmatoc twn Ej(x) pou katèstreye. Profan¸c autoÐ oi kìmboi
den mporoÔn na xanakleÐsoun k�poio Ej(x), afou gia ìlouc touc epìmenouc
kìmbouc ja up�rqoun  dh ston gr�fo. Apì kataskeu c ta fÔlla tou dèntrou
eÐnai oi kìmboi epipèdou 1, kaj¸c den mporoÔn na sp�soun kanèna Ej(x) kai
sunep¸c den mporoun na èqoun paidi�.

Isqurismìc. H parap�nw kataskeu  eÐnai pr�gmati d�soc.

Alhj c isqurismìc kaj¸c k�je kìmboc patèrac eÐnai megalÔterou epipèdou
ap' ìti ta paidi� tou kai kanèna paidÐ tou den mporeÐ na èqei ki �llo patèra.

7. Isqurizìmaste to ex c

Isqurismìc. Oi kìmboi pou den eÐnai kìmboi kleisÐmatoc eÐnai rÐzec dèntrwn
tou d�souc. K�je kìmboc i epipèdou èqei i− 1 paidi�.
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an upojèsoume pwc ènac kìmboc den eÐnai kìmboc kleisÐmatoc tìte den mporeÐ
na èqei patèra lìgw tou trìpou kataskeu c tou d�souc. To ìti o kìmboc
epipèdou i katat�qjhke se autì to epÐpedo mac dhl¸nei pwc gia k�je epÐpedo
j, j < i , blèpei èna kìmbo sta dexi� kai èna kìmbo sta arister� pou an koun
se autì to epÐpedo. O deutero-eisaqj sac apì touc dÔo pio p�nw kìmbouc
eÐnai kìmboc kleisÐmatoc thc j-alusÐdac pou autoÐ dhmiourgoÔn. Sunep¸c
gÐnetai paidÐ tou kìmbou pou eisèrqetai. 'Ara se k�je epÐpedo j, j < i , o
kìmboc epipèdou i èqei apì èna paidÐ. Telik� dhlad  èqei i− 1 paidi�.

L mma 5.3.1. O leveled UniMax Greedy algìrijmoc qrhsimopoeÐ to polÔ log n
epÐpeda.

Apìdeixh. Lìgw thc parat rhshc 7 eÐmaste bèbaioi pwc k�je dèntro tou d�souc
eÐnai duwnumikì dèntro ki ètsi k�je rÐza tou, an eÐnai kìmboc epipèdou i, èqei 2i

kìmbouc wc apogìnouc. An loipìn èqoun eisaqjeÐ n kìmboi kai èqoun qrhsimopoih-
jeÐ m epÐpeda tìte 2m ≤ n ⇔ m ≤ log n dhlad  èqoun qrhsimopoihjeÐ to polÔ
log n epÐpeda.

Sth sunèqeia apodeiknÔoume oti o algìrijmoc qrhsimopoieÐ O(log n) qr¸mata se
k�je epÐpedo. UpenjimÐzoume ton trìpo me ton opoÐo k�je trèximo mporeÐ na me-
tab�lletai: megal¸nei an k�poioc nèoc kìmboc idÐou epipèdou mpei se èna apì ta
dÔo �kra tou   qwrÐzetai se aristerì kai dexÐ mèroc an ènac kìmboc megalÔterou
epipèdou mpei an�mesa sta dÔo �kra tou.

L mma 5.3.2. Se k�je qronik  stigm  ta qr¸mata tou k�je trexÐmatoc sqhma-
tÐzoun akoloujÐa thc morf c C0(a, b), ìpwc orÐsthke sthn prohgoÔmenh enìthta.
Epiplèon ìtan to j-osto qr¸ma enìc epipèdou i dÐnetai se èna kìmbo x tìte to
trèximo sto opoÐo autìc an kei èqei mazÐ me ton x toul�qiston 2j−2 + 1 kìmbouc.

Apìdeixh. UpenjimÐzoume

1. S1 = (1)

2. Sk = Sk−1‖(k)‖Sk−1, k > 1

3. |Sk| = 2k − 1

H apìdeixh gÐnetai me epagwg  sthn akoloujÐa eisìdou twn kìmbwn.
'Otan èqei qrhsimopoihjeÐ mìno èna qr¸ma se èna epÐpedo i h upìjesh isqÔei kaj¸c
tìte k�je trèximo autoÔ tou epipèdou ja èqei mìno èna kìmbo.
'Estw loipìn mèqri th qronik  stigm  t ta qr¸mata tou k�je trexÐmatoc sqhma-
tÐzoun akoloujÐa thc morf c C0(a, b) kai ìtan to j-osto qr¸ma enìc epipèdou i
dÐnetai se èna kìmbo x tìte to trèximo sto opoÐo autìc an kei èqei mazÐ me ton
x toul�qiston 2j−2 + 1 kìmbouc. 'Estw oti èqoun qrhsimopoihjeÐ n − 1 qr¸mata.
Thn epìmenh qronik  stigm  eisèrqetai o nèoc kìmboc èstw se èna trèximo epipè-
dou i. Ja mpei ìpwc eÐdame pio p�nw eÐte sta arister� eÐte sta dexi� autoÔ. Apì
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epagwgik  upìjesh to trèximo prin  tan thc morf c C0(a, b) kai apì thn ìmorfh
parat rhsh thc prohgoÔmenhc enìthtac epeid  o kìmboc eisèrqetai se èna apì ta
dÔo �kra tou xèroume ìti kai to nèo trèximo ja eÐnai thc Ðdiac morf c. An qrhsimo-
poihjèi èna apì ta n− 1 qr¸mata gia ton nèo kìmbo tìte apì epagwgik  upìjesh
exakoloujeÐ na isqÔei pwc ìtan to j-stì qr¸ma enìc epipèdou i dÐnetai se èna kìmbo
x tìte to trèximo sto opoÐo autìc an kei èqei toul�qiston 2j−2 + 1 kìmbouc.
'Estw qrhsimopoieÐte loipìn kainoÔrio qr¸ma gia to qrwmatismì tou nèou kìmbou
, to n. Jèloume na deÐxoume pwc to trèximo sto opoÐo autìc an kei èqei 2n−2 + 1
kìmbouc. Prin thn eiagwg  tou teleutaÐou kìmbou to trèximo  tan suneqìmenh
akoloujÐa tou Sn−1. An upojèsoume oti o nèoc kìmboc mp ke sta arister� tou
trexÐmatoc tìte

Isqurismìc. to gegonìc ìti p re kainoÔrio qr¸ma mac dhl¸nei pwc h suneqìmenh
upakoloujÐa C0(a, b) eÐqe san prìjema to Sn−2‖(n− 1)

Pr�gmati. ProkÔptei eÔkola apì to l mma thc ìmorfhc parat rhshc. Autì
mac lèei pwc to trèximo èqei toul�qiston 2n−2 − 1 kìmbouc qrwmatismènouc me ta
qr¸mata tou Sn−2, ton kìmbo me to qr¸ma n−1 kai ton nèo kìmbo. Sunolik� dhlad 
èqei toul�qiston 2n−2 + 1 kìmbouc. Summetrik� an o nèoc kìmboc upojèsoume oti
mpaÐnei sta dexi� tou trexÐmatoc tìte ja eÐqe san epÐjema to (n − 1)‖Sn−2 kai
paÐrnoume to Ðdio apotèlesma. 'Ara se autì to trèximo gia na qrhsimopoihjeÐ to
n-osto qr¸ma prèpei na up�rqoun 2n−2 + 1 kìmboi. Gia ìla ta �lla trexÐmata
exakoloujeÐ na isqÔei to Ðdio apì thn epagwgik  upìjesh ki ètsi apodukneÐetai to
L mma.

5.3.3 Orjìthta
San apotèlesma twn prohgoumènwn èqoume to ex c je¸rhma.

Je¸rhma 5.3.1. Se k�je b ma o gr�foc eÐnai conflict-free qrwmatismènoc

Apìdeixh. Epilègoume mia tuqaÐa alusÐda. 'Estw l to megalÔtero epÐpedo pou
èqei qrhsimopoihjeÐ se aut  thn alusÐda. PaÐrnoume thn akoloujÐa twn kìmbwn
aut c thc alusÐdac pou brÐskontai sto epÐpedo l. Aut  ja eÐnai suneqìmenh upa-
koloujÐa enìc trexÐmatoc kai afoÔ ta trexÐmata eÐnai thc morf c C0(a, b) kai aut 
h akoloujÐa ja eÐnai thc morf c C0(a′, b′). 'Etsi ja èqei èna qr¸ma pou ja qrh-
simopoieÐtai mìno se èna kìmbo aut c. Oi kìmboi �llwn epipèdwn èqoun sÐgoura
diforetikì qr¸ma apì autìn ton kìmbo. 'Etsi h tuqaÐa alusÐda ja èqei to qr¸ma
autìu tou kìmbou na qrhsimopoieÐtai mìno mia for� kai �ra ja eÐnai conflict-free
qrwmatismènh.

To je¸rhma apodeiknÔei thn orjìthta tou algorÐjmou
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5.3.4 Poluplokìthta
To akìloujo je¸rhma prokÔptei epÐshc apì ta prohgoÔmena kai mac dÐnei èna �nw
kai èna k�tw ìrio tou algorÐjmou.

Je¸rhma 5.3.2.

1. O algìrijmoc qrhsimopoieÐ to polÔ (2 + log n) log n qr¸mata

2. Sthn qeirìteh periptwsh o algìrijmoc mporeÐ na anagkasteÐ na qrhsimopoi -
sei Ω(log n) qr¸mata met� apì eÐsodo n kìmbwn.

Apìdeixh. 1. EÐdame sta duo prohgoÔmena l mmata pwc an èqoun eisaqjeÐ n
kìmboi qrhsimopoioÔntai to polÔ log n epÐpeda kai gia na qrhsimopoihjeÐ to
k-stì qr¸ma se èna trèximo autì ja prèpei na èqei toul�qiston 2k−2 kìmbouc
(qwrÐc ton x). 'Estw loipìn èqoun qrhsimopoihjeÐ k qr¸mata sto trèximo
kai autì èqei m kìmbouc, tìte ja èqoume

2k−2 ≤ m ≤ n ⇒ k ≤ 2 + log n

Sunep¸c to polÔ n epÐpeda kai to polu 2 + log n qr¸mata se k�je epÐpedo,
dhlad  sunolik� qrhsimopoioÔntai to polÔ (2 + log n) log n qr¸mata gia ton
qrwmatismì n kìmbwn.

2. Eis�goume touc kìmbouc ston upergr�fo me thn ex c seir�.

• Pr¸ta eis�goume 2k−1 kìmbouc apì ta dexi� proc ta arister� ki ètsi
ìloi katat�sontai sto epÐpedo 1 kai gia ton qrwmatismì touc qrhsio-
poioÔntai k qr¸mata autoÔ tou epipèdou sÔmfwna me to l mma thc
ìmorfhc parat rhshc. 'Estw P1 dhl¸nei to sÔnolo aut¸n twn kìmbwn.

• Eis�goume 2k−2 stoiqeÐa wc ex c to pr¸to an�mesa ston pr¸to kai
deÔtero kìmbo tou P1 to deÔtero an�mesa ston trÐto kai tètarto kìmbo
tou P1 kai oÔtw kaj' ex c, o j-ostìc nèoc kìmboc dhlad  eisèrqetai
an�mesa ston (2j − 1) kai ton 2j kìmbo tou P1.
Isqurismìc. 'Oloi autoÐ oi nèoi kìmboi ja katataqjoÔn apì ton algì-
rijmo sto epÐpedo 2 kai ja qrhsimopoihjoÔn gia ton qrwmatismì touc
k − 1 qr¸mata tou epipèdou 2.

Pr�gmati k�je ènac apì autoÔc ja èqei kai dexia kai arister� tou kìmbo
epipèdou 1 kai kaneÐc apo autoÔc den blèpei sta arister� tou kìmbo
epipèdou 2. 'Etsi gÐnontai ìloi kìmboi epipèdou 2 kai sÔmfwna me to
l mma thc ìmorfhc parat rhshc ja qrhsimopoihjoÔn k − 1 qr¸mata.
'Estw P2 dhl¸nei to sÔnolo aut¸n twn kìmbwn. H akoloujÐa twn
epipèdwn twn kìmbwn tou P2 èinai (1,2,1,1,2,1, . . . ) me thn triplèta
(1,2,1) na emfanÐzetai 2k−2 forèc. EÐnai par�jesh loipìn twn S2
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• Eis�goume t¸ra 2k−3 kìmbouc apì ta arister� proc ta dexi�, to pr¸to
an�mesa sthn pr¸th kai deÔterh triplèta tou P2, to deÔtero sthn trÐth
kai tètarth triplèta, to j-ostì sthn (2j − 1) kai thn 2j triplèta kai
oÔtw kaj' ex c.
Isqurismìc. 'Oloi autoÐ oi nèoi kìmboi ja katataqjoÔn apì ton algì-
rijmo sto epÐpedo 3 kai ja qrhsimopoihjoÔn gia ton qrwmatismì touc
k − 2 qr¸mata tou epipèdou 3.

EÐnai ètsi kaj¸c an h teleÐa dhl¸nei th jèsh tou nèou kìmbou an�mesa
stic dÔo triplètec tìte apì aut  faÐnontai kai dexi� kai arister� kìm-
boi kai twn dÔo epipèdwn: 121 • 121. KaneÐc apì touc nèouc kìmbouc
den blèpei dexi� tou kìmbo epipèdou 3 ki ètsi ìloi katat�ssontai sto 3
epÐpedo. SÔmfwna me to l mma thc ìmorfhc parat rhshc dhmiourgoÔn
akoloujÐa thc morf c C0(1, 2k−3) kai �ra qrhsimopoioÔntai k− 2 qr¸-
mata.
H akoloujÐa twn epipèdwn twn kìmbwn tou P3 èinai

(1,2,1,3,1,2,1,1,2,1,3,1,2,1, . . . )

me to (1,2,1,3,1,2,1) na emfanÐzetai 2k−3 forèc. EÐnai par�jesh loipìn
2k−3 to pl joc S3

• SuneqÐzoume me autì ton trìpo. Prin eis�goume to i-ostì pakèto twn
2k−i kìmbwn èqoume to sÔnolo twn kìmbwn Pi−1 na èqei pl joc 2k−1 +
. . . + 2k−i+1 kai h akoloujÐa twn epipèdwn twn kìmbwn tou na eÐnai
parajèseic twn Si−1. Oi kìmboi mpaÐnoun apì arister� proc ta dexi�
an�mesa sta Si−1.
Isqurismìc. 'Oloi oi nèoi kìmboi ja katataqjoÔn apì ton algìrijmo
sto epÐpedo i kai ja qrhsimopoihjoÔn gia ton qrwmatismì touc k− i+1
qr¸mata tou epipèdou i.

Alhj c isqurismìc kaj¸c ìla ta epÐpeda mèqri to i−1 faÐnontai apì thn
teleÐa, Si−1 • Si−1, kai sta dexi� kanenìc den faÐnetai kìmboc epipèdou
i. Apì to l mma thc ìmorfhc parat rhshc h akoloujÐa twn epipèdwn
ja eÐnai thc morf c C0(1, 2k−i) kai �ra ja qrhsimopoihjoÔn k − i + 1
qr¸mata.

• Telei¸noume k�nontac thn k-ost  eisagwg  pakètou. To pakèto autì
apoteleÐtai apì èna kìmbo pou eisèrqetai an�mesa sta dÔo Sk−1 afou
prin h akoloujÐa twn epipèdwn twn kìmbwn  tan Sk−1‖Sk−1. O nèoc
kìmboc katat�setai sto epÐpedo k kai paÐrnei to prwto qr¸ma autoÔ.

Sunolik� k�name eisagwg 

n = 2k−1 + 2k−2 + . . . + 2 + 1 = 2k − 1

kìmbwn. Gia ton qrwmatismì twn kìmbwn qrhsimopoi jhkan
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c = k + (k − 1) + . . . + 2 + 1 = k(k+1)
2

diaforetik� qr¸mata. 'Ara

c = k(k+1)
2 = k2+k

2 ≥ k2

2 = (log(n+1))2

2 ≥ log2 n
2

Dhlad  h akoloujÐa eisìdou twn kìmbwn pou k�name an�gkase ton algìrij-
mo na qrhsimopoi sei Ω(log2 n) qr¸mata.

Parathr seic

1. O qrwmatismìc pou k�nei o leveled UniMax Greedy algìrijmoc den eÐnai
unimax cf qrwmatismìc all� conflict-free. MporoÔme bèbaia k�nontac mia
apl  allag  na k�noume ton algorijmì mac na dÐnei unimax cf qrwmatismoÔc.

2. Mèqri t¸ra eÐdame nteterministikoÔc algorÐjmouc gia thn epilush tou pro-
bl matoc mac. Me b�sh autoÔc mporoume na dhmiourg soume pijanotikoÔc
algorÐjmouc me polÔ kalÔtera apotelèsmata ston anamenìmeno arijmì qrw-
m�twn. Sthn epìmenh enìthta ìmwc den ja doume k�poion apì autoÔc all�
mia �llh idèa algorÐjmou me ton opoÐo o anamenìmenoc arijmìc qrwm�twn
plhsi�zei polÔ konta sto k�tw ìrio qr shc qrwm�twn pou isqÔei gia ìlec tic
dunamikèc peript¸seic.

5.4 O randomized UniMax greedy algìrij-
moc.

Sth sunèqeia ja metatrèyoume ton UniMax greedy se pijanotikì. H basik  idèa
parousi�sthke sto [Che06] kai dÐnei pijanotik  lÔsh kai se pio gewmetrik� pro-
bl mata conflict free qrwmatismoÔ. Argìtera, sto [CFK+06], prosarmìsthke kai
emfanÐsthke h sqèsh thc "pijanotik c� idèac me ton Unimax greedy algìrijmo.

5.4.1 Idèa tou algorÐjmou
Ac upojèsoume oti eÐmaste sth mèsh miac diadikasÐac eisagwg c. 'Estw p o epì-
menoc kìmboc. Ac jumhjoÔme oti:

Orismìc 5.4.1. O p �blèpei� èna kìmbo x an ìloi oi kìmboi pou paremb�llontai
metaxÔ p kai x eÐnai qrwmatismènoi me qr¸ma mikrìtero tou qr¸matoc tou x. 'Otan
sumbaÐnei autì lème kai ìti o p �blèpei� to c(x), ìpou me c(x) ennooÔme to qr¸ma
tou x.

Ja lème ìti
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Orismìc 5.4.2. O p eÐnai ikanìc gia to qr¸ma c an den to blèpei proc kamÐa
kateÔjunsh.

Gia na d¸soume qr¸ma ston kìmbo p prospelaÔnoume ta qr¸mata se aÔxousa
seir� xekin¸ntac apì to mikrìtero kai

• An o p den eÐnai ikanìc gia to qr¸ma sto opoÐo briskìmaste tìte proqwr�me
sto epìmeno, sthn aÔxousa seir�, qr¸ma.

• An o p eÐnai ikanìc gia to qr¸ma sto opoÐo briskìmaste tìte me pijanìthta
1/2 ja to p�rei alli¸c suneqÐzoume ton èlegqo gia to epìmeno qr¸ma

mèqri o p na p�rei qr¸ma.

Thn tuqaÐa epilog  pou gÐnetai thn jewroÔme strof  nomÐsmatoc. Ja lème oti
n(c) = 1 an epilegeÐ to qr¸ma c, en¸ n(c) = 0) gia mh epilog  tou qr¸matoc gia
ton kìmbo p.

Par�deigma 5.4.1. 'Estw h akoloujÐa eisìdou s=010213020
10 b ma • n(1) = 1 paÐrnei to 1
20 b ma 1• [1•] n(2) = 0, n(3) = 1 paÐrnei to 3
30 b ma •13 [•13] n(2) = 0, n(4) = 1 paÐrnei to 4
40 b ma 41 • 3 [14 • 3] n(2) = 1 paÐrnei to 2
50 b ma 4 • 123 [4 • 123] n(5) = 1 paÐrnei to 5
60 b ma 451 • 23 [51 • 23] n(4) = 1 paÐrnei to 4
70 b ma •451423 [•45] n(1) = 0, n(2) = 1 paÐrnei to 2
80 b ma 24 • 51423 [4 • 5] n(1) = 1 paÐrnei to 1
90 b ma •24151423 [•245] n(1) = 0, n(3) = 1 paÐrnei to 2
Telik� 324151423

5.4.2 Orjìthta
Den qrei�zetai na poÔme poll� pr�gmata gia na bebai¸soume thn orjìthta tou
apotelèsmatoc pou dÐnei o algìrijmoc. Me mia apl  mati� bebaiwnìmaste oti k�je
kìmboc paÐrnei qr¸ma pou den blèpei se kanèna prohgoÔmeno kìmbo. An anatrtè-
xoume sthn apìdeixh thc orjìthtac tou unimax greedy algorÐjmou ja doÔme oti
auto to gegonìc apì mìno tou mac eggu�tai pwc o qrwmatismìc mèsw tou algo-
rÐjmou ja eÐnai p�nta conflict free. 'Olo to endiafèron brÐsketai sthn an�lush thc
poluplokìthtac.

5.4.3 Poluplokìthta
Anamenìmenoc arijmìc qr shc qrwm�twn

Gia thn an�lush thc mèshc perÐptwshc orÐzoume gia to tuqaÐo trèximo tou al-
gorÐjmou, to Ci na eÐnai to sÔnolo twn kìmbwn pou paÐrnoun to qr¸ma i apì ton
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algìrijmo kai to C≥i na eÐnai to sÔnolo twn kìmbwn pou paÐrnoun qr¸ma mega-
lÔtero   Ðso tou i (profan¸c Ci ⊆ C≥i). MporoÔme na deÐxoume to akìloujo
l mma.

L mma 5.4.1. An o algìrijmoc, gia na d¸sei qr¸ma se kìmbo p, "ft�sei� sto
qr¸ma i, tìte o p ja p�rei to qr¸ma i me pijanìthta toul�qiston 1

8 . Pio tupik�

Pr{p ∈ Ci|p ∈ C≥i} ≥ 1
8

Apìdeixh. 'Estw exet�zoume èna tuqaÐo trèximo sto opoÐo o p paÐrnei qr¸ma
megalÔtero   Ðso tou i. Up�rqoun oi peript¸seic:

1. o kìmboc p na eÐnai mìnoc tou sto C≥i. Tìte eÐnai ikanìc gia to qr¸ma i kai
�ra me pijanìthta 1

2 ja to p�rei.

2. o kìmboc p na eÐnai dexiìteroc h aristerìteroc sto sÔnolo C≥i. Tìte ac
skeftoÔme ton amèswc dipla kìmbo. Se toul�qiston 1

2 apì ta trexÐmata o
dÐpla kìmboc paÐrnei qr¸ma megalÔtero apì i (skeftìmenoi mìno to strÐyimo
tou nomÐsmatoc). Tìte o p eÐnai ikanìc gia to qr¸ma i �ra me pijanìthta 1

2
ja to p�rei. Se aut  thn perÐptwsh loipìn o p paÐrnei to i me pijanìthta
toul�qiston 1

4

3. o kìmboc p brÐsketai an�mesa se dÔo �llouc kìmbouc sto C≥i. Tìte ìmoia
me prin kajènac apì touc dÔo geitonikoÔc ja p�rei megalÔtero apì to qr¸ma
i me pijanìthta toul�qiston 1

2 . 'Ara kai oi dÔo ja p�roun qr¸ma megalÔtero
tou i me pijanìthta toul�qiston 1

4 . Tìte o p eÐnai ikanìc gia to qr¸ma i kai
ja to p�rei me pijanìthta 1

2 . Sunep¸c se aut  thn perÐptwsh o p ja p�rei
to qr¸ma i me pijanìthta toul�qiston 1

8 .

Lìgw twn prohgoumènwn �mesa bg�inei ìti

Pr{p ∈ Ci|p ∈ C≥i} ≥ 1
8

Apotèlesma tou prohgoÔmenou l mmatoc eÐnai to akìloujo

Je¸rhma 5.4.1. O randomized UniMax greedy algìrijmoc qrhsimopoieÐ O(log n)
qr¸mata me meg�lh pijanìthta.

Apìdeixh. Apì to prohgoÔmeno l mma

1 = Pr{p ∈ C≥i|p ∈ C≥i} = Pr{p ∈ Ci|p ∈ C≥i}+ Pr{p ∈ C≥i+1|p ∈ C≥i}

⇓

1 ≥ 1
8

+ Pr{p ∈ C≥i+1|p ∈ C≥i}
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⇓

Pr{p ∈ C≥i+1|p ∈ C≥i} ≤ 7
8

To teleutaÐo mac odhgeÐ sto sumpèrasma oti

E(|C≥i+1|) ≤ 7
8
E(|C≥i|)

Profan¸c ìloi oi kìmboi an koun sto C≥1 kai E(|C≥1|) = n. 'Ara ∀i ≥ 1 èqoume

E(|C≥i+1|) ≤
(7

8

)i
n

an to i eÐnai i = c ∗ log8/7 n tìte

E(|C≥i+1|) ≤ 1
nc−1

To teleutaÐo apodukneÐei to je¸rhma.

Qeirìterh perÐptwsh
Sto komm�ti autì den ja k�noume k�poia makroskel  an�lush. O randomized

unimax profan¸c mporeÐ na sumperiferjeÐ ìpwc o unimax se k�poia perÐptwsh.
Sunep¸c sth qeirìterh perÐptwsh mporeÐ na qrhsimopoihjoÔn kai Ω(

√
n) qr¸mata

apì ton algìrijmo. Oloklhr¸noume thn parousÐash tou algorÐjmou me k�poiec
parathr seic.

Parathr seic

1. H epilog  thc pijanìthtac 1
2 dÐnei mikr  b�sh ston log�rijmo. Me kat�llhlh

epilog  thc pijanìthtac mporoÔme na fti�xoume th b�sh tou logarÐjmou.
Par' ìla aut�, ìpoia kai na  tan h epilog , h t�xh megèjouc den ja �llaze.

2. Ulopoi seic kai peir�mata me tuqaÐec eisìdouc èqoun deÐxei ìti apì mìnoc
tou o unimax greedy epistrèfei O(log n) pl joc qrwm�twn kat� mèso ìro se
tuqaÐec eisìdouc. Gia ton randomized unimax eÐmaste kai tupik� sÐgouroi
gia thn t�xh megèjouc. Parak�tw ja doÔme ènan algìrijmo me pio sten 
an�lush.

5.5 'Enac pijanotikìc algìrijmoc
Prìkeitai gia ènan algìrijmo o opoÐoc gia ton conflict-free qrwmatismì enoc on-

line probl matoc èqei anamenìmeno arijmì qr shc qrwm�twn logarijmikì wc proc
to m koc eisìdou. Eis qjei sto [BNCOS07] (ekten c melèth sto [Che07]). Apa-
raÐthth proôpìjesh bèbaia eÐnai o "antÐpaloc� pou dÐnei thn akoloujÐa eisìdou na
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eÐnai anupoyÐastoc, me thn ènnoia oti h akoloujÐa eisìdou eÐnai proapofasismènh
protou arqÐsei o algìrijmoc na trèqei. Me �lla lìgia o "antÐpaloc� den eÐnai se
jèsh na gnwrÐzei tic tuqaÐec epilogèc tou algorÐjmou kai na k�nei èpeita tic dikèc
tou epilogèc me skopì na ton anagk�sei na qrhsimopoi sei perrissìtera qr¸mata,
k�ti logikì afoÔ sthn pragmatikìthta k�ti tètoio sumbaÐnei. O algìrijmoc den
qrei�zetai na xèrei oÔte tic telikèc jèseic twn kìmbwn oÔte to pl joc twn kìmbwn
pou ja eisaqjoÔn kai eÐnai idanikìc gia thn perÐptws  mac.

5.5.1 Idèa tou algorÐjmou
H ìlh idèa moi�zei me thn lÔsh thc dynamic offline perÐptwshc. JumÐzoume oti gia
tuqaÐo gr�fo-alusÐda qrhsimopoi¸ntac trÐa qr¸mata, èstw a, b, c, kai dÐnontac to
pr¸to qr¸ma se ìpoiod pote kìmbo, mporoÔme na qrwmatÐsoume aut n thn alusÐda
ètsi ¸ste duo opoioid pote geitonikoÐ kìmboi na èqoun diaforetikì qr¸ma. Ta a,
b kai c ja ta onom�zoume yeudoqr¸mata. JewroÔme tria anex�rthta sÔnola, to
pr¸to ja perièqei ìlouc touc kìmbouc pou èqoun qrwmatisteÐ me to a, to dèutero
autouc pou eqoun p�rei to b kai to trÐto sÔnolo autoÔc me to qr¸ma c. Sto pèrasma
mac sthn online perÐptwsh ja paÐrnoume tuqaÐa èna apì ta trÐa sÔnola kai ja to
qrwmatÐzoume. Shmei¸noume oti ta yeudoqr¸mata a, b, c qrhsimopoioÔntai mìno gia
ton kajorismì twn sunìlwn kai den èqoun sqèsh me ton telikì qr¸ma twn kìmbwn
kajwc epishc kai ìti a < b < c. Ac doume ìmwc pwc leitourgeÐ o algìrijmoc.

O algìrijmoc leitourgeÐ se f�seic. Se k�je f�sh mèsw miac tuqaÐac epilog c
epilègetai èna anex�rthto sÔnolo. K�je kìmboc tou sunìlou paÐrnei ton telikì
arijmì-qr¸ma pou antistoiqeÐ sthn sugkekrimènh f�sh. To poi� ja eÐnai aut� ta
sÔnola kajorÐzetai online kaj¸c exelÐssetai to prìblhma.

Pio sugkekrimèna: kat� thn eisagwg  tou, o pr¸toc kìmboc paÐrnei to yeudo-
qr¸ma a. AkoloÔjwc gÐnetai mia tuqaÐa epilog  yeudoqr¸matoc an�mesa sta a, b, c
me thn opoÐa upodeiknÔetai to antÐstoiqo sÔnolo pou ja qrwmatÐzetai sthn pr¸th
f�sh.

• An h tuqaÐa epilog  eÐnai to a tìte o pr¸toc kìmboc ja p�rei ton arijmì-
qr¸ma 1, kaj' oti h epilog  tou sunìlou sto opoÐo an kei ègine sthn pr¸th
f�sh kai o algìrijmoc ja suneqÐsei perimènontac epìmeno kìmbo gia qrwma-
tismì.

• An h tuqaÐa epilog  den eÐnai to a tìte o algìrijmoc pern�ei sthn epìmenh
f�sh kai xanak�nei tuqaÐa epilog . 'Oso h tuqaÐa epilog  den upodeiknÔei
to anex�rthto sÔnolo me ta a, o algorijmoc pern� sthn epìmenh f�sh kai
xanak�nei tuqaÐa epilog . 'Otan h tuqaÐa epilog  upodeÐxei to sÔnolo me ta
a tìte dÐnei ston pr¸to kìmbo ton arijmì-qr¸ma thc antÐstoiqhc f�shc kai
perimènei epìmeno kìmbo.

K�je tuqaÐa epilog  se k�je f�sh eÐnai monadik  kai den xanagÐnetai gia k�je nèo
kìmbo pou eisèrqetai. 'Etsi tuqaÐa epilog  xanaèqoume mìno an k�poioc kìmboc
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per�sei se k�poia f�sh pou mèqri ekeÐnh thn stigm  kanènac kìmboc den èqei per�-
sei.

'Estw loipìn eisèrqetai nèoc komboc ston upergr�fo. O algìrijmoc epistrèfei
sthn pr¸th f�sh. Gia ton nèo kìmbo epilègetai mèsw k�poiou opoioud pote first-fit
algorÐjmou èna yeudoqr¸ma apì ta a, b, c tètoio ¸ste na isqÔei h idiìthta mh Ôpar-
xhc geitìnwn me to Ðdio qr¸ma. An�loga me thn tuqaÐa epilog  gia thn pr¸th f�sh,
pou eÐqe gÐnei nwrÐtera, qr¸matÐzontai ìloi oi epilegmènoi kìmboi me to qr¸ma 1.

• An o nèoc kìmboc telik� qrwmatÐsthke tìte o algìrijmoc perimènei epìmeno
kìmbo gia qrwmatismì

• An o nèoc kìmboc den qrwmatÐsthke tìte exairoÔntai ìloi oi kìmboi pou qrw-
matÐsthkan, o algìrijmoc pern� sthn epìmenh f�sh kai dÐnei sto nèo kìmbo
gia aut  thn f�sh to kat�llhlo yeudoqrwma ¸ste oi enapomeÐnantec kìmboi
na mhn èqoun geÐtona me Ðdio me to dikì touc yeudoqr¸ma. Me b�sh thn tu-
qaÐa epilog  thc f�shc sthn opoÐa brÐsketai o algìrijmoc qrwmatÐzei touc
antÐstoiqouc kìmbouc. Gia ìso o nèoc kìmboc den qrwmatÐzetai o algìrij-
moc suneqÐzei, exaireÐ touc qrwmatismènouc kìmbouc pern� se epìmenh f�sh
kai qrwmatÐzei an�loga me thn tuqaÐa epilog . 'Otan telik� o nèoc kìmboc
qrwmatisteÐ, o algìrijmoc perÐmenei epìmeno kìmbo.

Shmanikì eÐnai to gegonìc oti ìpwc oi tuqaÐec epilogèc se k�je f�sh den all�zoun,
ètsi kai ta yeudoqr¸mata twn kìmbwn gia k�je f�sh eÐnai monadik�, �sqeta me to
an all�zoun kat� to pèrasma twn kìmbwn apì thn mia f�sh sthn �llh . Me to
epìmeno par�deigma gÐnetai pio saf c h dr�sh tou algorÐjmou.

Par�deigma 5.5.1. 'Estw ìti h akoloujÐa eisìdou eÐnai 00202 pou antistoiqeÐ sthn
akoloujÐa apolÔtwn jèsewn 4 2 5 1 3. Ja qrhsimopoi soume thn deÔterh perigraf 
gia thn eÐsodo apl� gia eukolÐa sthn katanìhsh thc dr�shc tou algorÐjmou qwrÐc
na kerdÐzoume k�ti se plhroforÐa.

1. pr¸toc kìmboc: H tuqaÐa epilog  eÐnai to a ki ètsi o kìmboc qrwmatÐzetai
me to qr¸ma 1 afoÔ mèsw thc tuqaÐac epilog c epÐlèqthke to anex�rthto
sÔnolo sto opoÐo an kei kai m�lista sth f�sh 1.

Arijmìc f�shc 4 2 5 1 3 TuqaÐa epilog 
1 [ a ] a

Qrwmatismìc 1

2. deÔteroc kìmboc: Sthn pr¸th f�sh paÐrnei to yeudoqr¸ma b. H tuqaÐa epilo-
g  den epilegei to sÔnolo sto opoÐo an kei o deÔteroc kìmboc. Etsi exairoÔn-
tai oi kìmboi me to qr¸ma a (profan¸c o pr¸toc kìmboc), lìgw thc tuqaÐac
epilog c sthn pr¸th f�sh, pern�me sthn deÔterh f�sh kai dÐnoume to yeu-
doqr¸ma a ston kìmbo mac. H tuqaÐa epilog  mac spr q̧nei sthn epìmenh
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f�sh ìpou o kìmboc paÐrnei p�li to yeudoqr¸ma a kai mpaÐnei sto sÔnolo
pou telik� epilègetai apì thn tuqaÐa epilog . EÐmaste sth f�sh 3 ki ètsi o
kìmboc paÐrnei to qr¸ma 3.

Arijmìc f�shc 4 2 5 1 3 TuqaÐa epilog 
1 [ b a ] a
2 [ a ] b
3 [ a ] a

Qrwmatismìc 3 1

3. trÐtoc kìmboc: Sthn pr¸th f�sh paÐrnei to yeudoqr¸ma b. 'Etsi pern� sthn
epìmenh f�sh mazÐ me ton deÔtero kìmbo. O deuteroc kìmboc eÐqe p�rei apì
prin to yeudoqr¸ma a gia th deÔterh f�sh, ki ètsi to krat�ei. Sunep¸c
o trÐtoc kìmboc paÐrnei to yeudoqr¸ma b pou ton ent�ssei sto sunolo pou
qrwmatÐzetai, ki epeid  briskìmaste sthn deÔterh f�sh paÐrnei telik� to
qr¸ma 2

Arijmìc f�shc 4 2 5 1 3 TuqaÐa epilog 
1 [ b a b ] a
2 [ a b ] b

Qrwmatismìc 3 1 2

4. tètartoc kìmboc: Tuqerìc kìmboc paÐrnei apì thn pr¸th f�sh to qr¸ma thc
tuqaÐac epilog c ki ètsi qrwmatÐzetai me to qr¸ma 1

Arijmìc f�shc 4 2 5 1 3 TuqaÐa epilog 
1 [ a b a b ] a

Qrwmatismìc 1 3 1 2

5. pèmptoc kìmboc: PaÐrnei to yeudoqr¸ma c. Pern� loipìn sthn deÔterh f�sh
mazÐ me ton deÔtero kai ton trÐto kìmbo. AutoÐ èqontac p�rei ta yeudoqr¸mat�
touc se prohgoÔmeno trèximo tou algorÐjmou anagk�zoun na d¸soume ston nèo
kìmbo to yeudoqr¸ma c. Me autì odhgeÐtai sthn epìmenh f�sh ìpou pern�
mazÐ me ton deÔtero kìmbo. OÔte ekei paÐrnei to yeudoqr¸ma thc tuqaÐac
epilog c ki ètsi pern� mìnoc tou sthn epìmenh f�sh perimènontac thn tuqaÐa
epilog . Telik� h tuqaÐa epilog  thc èkthc f�shc deÐqnei to sÔnolo sto opoÐo
autìc an kei ki ètsi paÐrnei to qr¸ma 6.
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Arijmìc f�shc 4 2 5 1 3 TuqaÐa epilog 
1 [ a b c a b ] a
2 [ a c b ] b
3 [ a b ] a
4 [ a ] c
5 [ a ] c
6 [ a ] a

Qrwmatismìc 1 3 6 1 2

H parat rhsh pou gÐnetai ed¸ eÐnai ìti qrhsimopoieÐtai to qr¸ma 6 qwrÐc ìmwc
na èqoun qrhsimopoihjeÐ ìla ta qr¸mata mèqri to 6. 'Eqoun qrhsimopoihjeÐ tèssera
qr¸mata to 1 to 2 to 3 kai to 6.

Sto prohgoÔmeno par�deigma o algìrijmoc dÐnei to qrwmatismì pou ja èdine kai
o leveled unimax algìrijmoc. Parak�tw ja doÔme ìti up�rqei mia sqèsh metaxÔ
touc.
Sto epìmeno par�deigma faÐnetai lÐgh apì thn perissìterh dÔnamh tou pijanotikoÔ
autoÔ algorÐjmou.

Par�deigma 5.5.2. 'Estw ìti h akoloujÐa eisìdou eÐnai h 0020202020. Aut  an-
tistoiqeÐ sthn akoloujÐa apolÔtwn jèsewn 10 8 6 9 4 7 2 5 1 3.

Arijmìc f�shc 10 8 6 9 4 7 2 5 1 3 TuqaÐa epilog 
1 [ b a b c a c b c a b ] b
2 [ a c b a c a ] b
3 [ b c a b a ] a
4 [ b c a ] b
5 [ b a ] c
6 [ b a ] b
7 [ a ] b
8 [ a ] a

Qrwmatismìc 1 4 1 6 2 3 1 8 3 1

'Hrje h stigm  na doÔme ìmwc oti pr�gmati o qrwmatismìc eÐnai p�nta conflict
free kaj¸c mìna touc ta parap�nw den èqoun idiaÐtero nìhma.

5.5.2 Orjìthta tou algorÐjmou
Prin per�soume sthn apìdeixh thc orjìthtac tou algorÐjmou dÐnoume ton akìloujo
orismì:

Orismìc 5.5.1. Ja lème ìti ènac kìmboc feÔgei se k�poia f�sh ìtan qrwmatÐzetai
se aut  th f�sh.
Ja lème ìti ènac kìmboc pern� sthn epìmenh f�sh ìtan den qrwmatÐzetai sthn
f�sh pou brÐsketai par� se k�poia epìmenh.
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H orjìthta tou algorÐjmou epibebai¸netai me to parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 5.5.1. O qrwmatismìc tou gr�fou, mèsw tou pijanotikoÔ algorÐjmou
pou analÔoume, eÐnai gia k�je eÐsodo kìmbou conflict free qrwmatismìc.

Apìdeixh. H apìdeixh èrqetai me epagwg . Profan¸c ìpoio qr¸ma kai na p�rei
o pr¸toc kìmboc o qrwmatismìc ja eÐnai conflict free. 'Estw ìti mèqri thn eÐsodo
tou n-stou èqoume conflict free qrwmatismì. Upojètoume ìti me thn eÐsodo tou o
epìmenoc kìmboc paÐrnei qr¸ma apì ton algìrijmo pou katastrèfei thn idiìthta
se k�poia alusÐda. Isqurizìmaste to ex c:

Isqurismìc. H alusÐda sthn opoÐa katastrèfetai h idiìthta eÐqe prohgoumènwc
mìno èna qr¸ma na emfanÐzetai monadik  for� kai m�lista autì pou p re o nèoc
kìmboc me thn eÐsodì tou.

Pr�gmati an eÐqe dÔo qr¸mata na emfanÐzontai monadik  for� tìte sÐgoura èna
apì ta dÔo ja exakoloujoÔse na emfanÐzetai mia mìno for� met� apì thn eÐsodo
enìc mìno kìmbou, afoÔ autìc profan¸c mporeÐ na p�rei mìno èna qr¸ma. To oti
q�lase h idiìthta sthn alusÐda mac dhl¸nei pwc o nèoc kìmboc p re to Ðdio qr¸ma
me to monadikì qr¸ma pou emfanÐzetai mia for� sthn alusÐda.

'Estw loipìn oti o nèoc kìmboc p re to qr¸ma k. Autì shmaÐnei oti pèrase
apì ìlec tic f�seic kai sth f�sh k p re to yeudoqr¸ma pou upodeÐknue h tuqaÐa
epilog  kai sunep¸c qrwmatÐsthke. Se aut  th f�sh mìno dÔo kìmboi thc alusÐdac
qrwmatÐsthkan (prin ton nèo kìmbo mìno ènac). Ac doÔme ìmwc ti gÐnetai me touc
upìloipouc kìmbouc thc alusÐdac.

• Upojètoume oti kanènac kìmboc apì touc upìloipouc thc alusÐdac den pern�
se epìmenh apì thn k f�sh, tìte:

Isqurismìc. kanènac den pern� oÔte sthn k f�sh kai apì touc kìmbouc thc
alusÐdac mìno oi dÔo kìmboi èqoun per�sei sthn k f�sh.

IsqÔei diìti afoÔ oi upìloipoi kìmboi den pern�ne se epìmenh apì thn k
f�sh shmaÐnei ìti p ran qr¸ma mikrìtero   Ðso tou k. To qr¸ma k ìmwc
to paÐrnoun mìno oi duo kìmboi pou èqoume xeqwrÐsei, �ra oi upìloipoi den
pernoÔn oÔte sth k f�sh kai telik� sthn f�sh k pern�ne mìno dÔo kìmboi
thc alusÐdac.

Oi dÔo autoÐ kìmboi eÐnai geÐtonec sthn k f�sh kai �ra den mporoÔn na èqoun
to Ðdio yeudoqr¸ma sunep¸c den mporoun na qrwmatistoÔn kai oi dÔo se aut 
th f�sh, �topo.

'Ara k�poioi apì touc upìloipouc kìmbouc thc alusÐdac pern�ne se epìmenh
apì thn k f�sh

• Upojètoume t¸ra ìti k�poioi apì touc upìloipouc kìmbouc tic alusÐdac per-
n�ne se epìmenh apì thn k f�sh. Tìte:
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Isqurismìc. K�poioc apì autoÔc touc kìmbouc ja p�rei monadikì qr¸ma, kai
�ra h alusÐda eÐnai conflict free qrwmatismènh.

Pr�gmati. Se diaforetik  perÐptwsh ja prèpei se k�je f�sh met� thn k an
ènac kìmboc qrwmatÐzetai kai feÔgei na qrwmatÐzetai kai na feÔgei toul�qi-
ston �lloc ènac. Ma tìte kai sth f�sh pou dÐnetai to megalÔtero qr¸ma thc
alusÐdac ja prèpei na èqoume toul�qiston dÔo kìmbouc na ft�noun se aut 
th f�sh kai na qrwmatÐzontai. Par�llhla ìsoi kìmboi ft�noun ja prèpei na
qrwmatÐzontai, afoÔ eÐnai to megalÔtero qr¸ma thc alusÐdac kai �ra kaneÐc
den pern� se epìmenh f�sh. 'Ara ja eÐqame toul�qiston dÔo kìmbouc sthn
teleutaÐa f�sh kai ìloi ja eÐqan to Ðdio yeudoqr¸ma (afou prèpei na qrw-
matistoÔn se aut  th f�sh), �topo afoÔ ja eÐqame toul�qiston dÔo geÐtonec
me Ðdio yeudoqr¸ma.

O deÔteroc isqurismìc antitÐjetai sthn upìjesh pou k�name arqik� gia mh Ôparxh
monadikoÔ qr¸matoc sthn alusÐda. 'Ara h upìjesh aut  eÐnai lanjasmenh, k�je
alusÐda eÐnai conflict free qrwmatismènh kai oloklhr¸netai h apìdeixh.

Ac doÔme ìmwc telik� ti kerdÐzoume me autì ton algìrijmo se poluplokìthta.

5.5.3 Poluplokìthta
Anamenìmenoc arijmìc qr shc qrwm�twn

Gia na xekin soume thn an�lush tou algorÐjmou orÐzoume duo tuqaÐec metablhtèc
wc ex c:

• Xi:= to pl joc twn kìmbwn pou qrwmatÐzontai sthn i f�sh kai sunep¸c den
pernoÔn se epìmenec f�seic

• Zi:= to pl joc twn kìmbwn pou den qrwmatizontai sthn i f�sh kai pernoÔn
sthn epìmenh f�sh perimènontac na qrwmatistoÔn.

Mia pr¸th parat rhsh pou mporoÔme na k�noume eÐnai pwc an jewr soume thn f�-
sh 0 apì thn opoÐa ìloi kìmboi na pern�ne kai na phgaÐnoun sth f�sh 1 tìte Z0=n,
ìpou n to pl joc twn stoiqeÐwn, kai Zi−1 = Zi + Xi. H teleutaÐa isìthta giatÐ oi
kìmboi pou pernoÔn apì k�poia f�sh eÐte ja qrwmatistoun sthn epìmenh eÐte ja
per�soun apì thn epìmenh sthn mejepìmenh.

An me E[Q] sumbolÐzoume thn mèsh tim  tou Q kai me E[Q|U ] th mèsh tim  tou
Q dedomènou tou U tìte

L mma 5.5.1. E[Xi|Zi−1] = 1
3Zi−1

Apìdeixh. Apì thn i − 1 f�sh pernoÔn Zi−1 kìmboi sthn f�sh i. AutoÐ triqrw-
matÐzontai me ta yeudoqr¸mata a, b, c. 'Estw na to pl joc twn kìmbwn pou p ran
to yeudoqr¸ma a, nb to pl joc aut¸n pou p ran to b kai nc to pl joc aut¸n me
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to c. Profan¸c isqÔei Zi−1=na+nb+nc. H tuqaÐa epilog  pou gÐnetai sthn i f�sh
epilègei isopÐjana èna apì ta yeudoqr¸mata. 'Ara h pijanìthta gia k�je anex�rth-
to sÔnolo na qrwmatisteÐ eÐnai 1

3 . Sunep¸c up�rqei 1
3 pijanìthta na qrwmatistoÔn

na to pl joc kìmboi, 1
3 pijanìthta na qrwmatistoÔn nb to pl joc kìmboi kai 1

3
pijanìthta na qrwmatistoÔn nc to pl joc kìmboi. 'Etsi:

E[Xi|Zi−1]=1
3na+1

3nb+1
3nc=1

3(na + nb + nc)=1
3Zi−1

L mma 5.5.2. Gia k�je i isqÔei: E[Xi] = 1
3(2

3)i−1
n kai E[Zi] = (2

3)i
n

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai me epagwg 
Gia i = 1 apì to prohgoÔmeno l mma kai to gegonìc ìti Z0 = n èqoume E[X1] =

1
3n. Epeid  Zi−1 = Zi + Xi èqoume Z1 = Z0 − X1 kai lamb�nontac upoyin thn
idiìthta thc grammikìthtac sth mèsh tim  èqoume
E[Z1] = E[Z0 −X1] = E[Z0]− E[X1] = n− 1

3n = 2
3n.

'Ara gia i = 1 isqÔei h upìjesh.
'Estw loipìn oti h upìjesh isqÔei gia i = k. 'Ara E[Xk+1] = 1

3(2
3)k−1

n kai
E[Zk] = (2

3)k
n.

GnwrÐzoume apì thn epist mh thc statitstik c ìti E[Xk+1] = E[E[Xk+1|Zk]] kai
apì to prohgoÔmeno l mma E[Xk+1|Zk] = 1

3Zk].
'Ara

E[Xk+1] = E[E[Xk+1|Zk]] = E[13Zk] = 1
3E[Zk] = 1

3(2
3)k

n

Apì ton trìpo pou orÐsame ta Zi kai Xi xèroume ìti Zk+1 = Zk − Xk+1 kai
qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta thc grammikìthtac sth mèsh tim  èqoume:

E[Zk+1] = E[Zk −Xk+1] = E[Zk]−E[Xk+1] = (2
3)k

n− 1
3(2

3)k
n = (2

3)k+1
n

Sunep¸c an h upìjesh isqÔei gia i = k tìte isqÔei kai gia i = k + 1 ki ètsi
oloklhr¸netai h apìdeixh.

OrÐzoume mia nèa tuqaÐa metablht , thn Yi wc

Yi =
{

0, an Xi = 0
1, an Xi > 0

Gia na katal�boume th shmasÐa thc epikentrwnìmaste stic timèc thc. Blèpoume
oti paÐrnei tim  1 gia k�poio i an gia autì to i èqoume Xi > 0 dhlad  an k�poioi
kìmboi qrwmatÐsthkan en¸ brÐskontan sth f�sh i kai paÐrnei tim  0 an Xi = 0
dhlad  an sth f�sh i kanènac kìmboc den qrwmatÐzetai.
OrÐzw nèa tuqaÐa metablht  , thn Y tètoia ¸ste

Y =
∑∞

i=1 Yi

Isqurismìc. H tim  thc Y eÐnai Ðdia me ton arijmì twn qrwm�twn pou qrhsimopoieÐ
o algìrijmoc
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Pr�gmati. An skeftoÔme oti se mia f�sh i an Xi = 0 tìte den dÐnetai kanèna qr¸ma
kai an Xi > 0 tìte dÐnetai èna mìno qr¸ma stouc kìmbouc pou feÔgoun se aut  th
f�sh, sumpairènoume oti to pl joc twn qrwm�twn pou qrhsimopoÔntai isoÔtai me
to pl joc twn f�sewn gia tic opoÐec Xi > 0 kai autì isoÔte me to

∑∞
i=1 Yi = Y .

Skopìc mac gÐnetai loipìn h eÔresh thc mèshc tim c tou Y . Prwta apodeik-
nÔoume èna l mma pou ja qreiasteÐ sth sunèqeia.

L mma 5.5.3. E[Yi] ≤ E[Xi]

Apìdeixh. Xèroume ìti h Xi paÐrnei mh arnhtikèc akèraiec timèc. 'Etsi apì thn
anisìthta tou Markov èqoume Pr[Xi > 0] ≤ E[Xi], me Pr[X] na sumbolÐzei pi-
janìthta tou X. EpÐshc Pr[Yi = 1] = Pr[Xi > 0], apì ton orismì thc Yi. 'Esti
eqoume gia thn mèsh tim  tou Yi:

E[Yi] = 0 ∗ Pr[Yi = 0] + 1 ∗ Pr[Yi = 1] = Pr[Xi > 0] ≤ E[Xi]

EÐmaste pleon ètoimoi na apodeÐxoume thn parak�tw prìtash:

Prìtash 5.5.1. E[Y ] < 3
2 + log 3

2
n

Apìdeixh. 'Eqoume diadoqik�:
E[Y ] = E[

∑∞
1 Yi] =

∑∞
1 E[Yi] apì grammikìthta thc mèshc tim c

E[Y ] =
∑blog 3

2
nc

1 E[Yi] +
∑∞
blog 3

2
nc+1 E[Yi]

E[Y ] ≤ blog 3
2
nc+

∑∞
blog 3

2
nc+1 E[Yi] afoÔ Yi ≤ 1 kai dÐnei E[Yi] ≤ 1

E[Y ] ≤ blog 3
2
nc+

∑∞
blog 3

2
nc+1 E[Xi] apì to deÔtero l mma

E[Y ] < 3
2 + log 3

2
n

To

teleutaÐo giatÐ apì to deÔtero l mma kai apì �jroisma gewmetrik c proìdou èqou-
me:

∑∞
blog 3

2
nc+1 E[Xi] =

∑∞
blog 3

2
nc+1

1
3(2

3)i−1
n = n

( 3
2
)
blog 3

2
nc < 3

2

afoÔ to k = blog 3
2
nc eÐnai o megalÔteroc akèraioc tètoioc ¸ste (3

2)k ≤ n kai

sunep¸c n < (3
2)k+1.

Me thn parap�nw prìtash eÐmaste sÐgouroi oti o anamenìmenoc arijmìc qr shc
qrwm�twn den xepern�ei to 3

2 +log 3
2
n. Mèsw miac �llhc pio perÐplokhc prosèggishc

mporoÔme na katal xoume sto oti telik� den xepern� oÔte to 1 + log 3
2
n, pou ìmwc

den èqei meg�lh shmasÐa gia em�c. ShmasÐa èqei oti o anamenìmenoc arijmìc qr shc
qrwm�twn eÐnai O(log 3

2
n).
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Qeirìterh perÐptwsh, suqètish me ton UniMax Greedy algìrij-
mo.

'Opwc èqoume  dh proanageÐlei up�rqei mia sqèsh metaxÔ tou pijanotikoÔ algì-
rijmou pou exet�zoume kai tou UniMax Greedy algorÐjmou. JumÐzoume ton orismì
tou 'blèpei' pou eÐqame ston UniMax Greedy algìrijmo.

Orismìc 5.5.2. O p �blèpei� èna kìmbo x an ìloi oi kìmboi pou paremb�llontai
metaxÔ p kai x eÐnai qrwmatismènoi me qr¸ma mikrìtero tou qr¸matoc tou x. 'Otan
sumbaÐnei autì lème kai ìti o p �blèpei� to c(x), ìpou me c(x)ennoÔme to qr¸ma tou
x.

En pr¸toic ja doÔme thn parak�tw prìtash.

Prìtash 5.5.2. O pijanotikìc algìrijmoc dÐnei se k�je nèo kìmbo qr¸ma tètoio
pou den blèpei se kamÐa kateÔjunsh.

Apìdeixh. H apìdeixh gÐnetai me apagwg  se �topo. 'Estw loipìn oti eis lje
k�poioc kìmboc kai p re qr¸ma to opoÐo blèpei se k�poio �llo kìmbo. Autì
shmaÐnei ìti kai oi dÔo èfugan sthn Ðdia f�sh tou algorÐjmou. Se aut  th f�sh
loipìn eÐqan to Ðdio yeudoqr¸ma.

Isqurismìc. An�mesa stouc dÔo kìmbouc paremb�lletai toul�qiston ènac kìmboc
pou pern� se epìmenh f�sh.

Pr�gmati giatÐ an den up rqe shmaÐnei oti oi dÔo kìmboi ja  tan geitonikoÐ kai
den ja mporoÔsan na p�roun to Ðdio yeudoqr¸ma. Toul�qiston ènac apì autoÔc pou
paremb�llontai ja  tan geÐtonac me ènan apì touc dÔo kai �ra ja eÐqe diaforetikì
yeudoqr¸ma apì touc dÔo. 'Etsi ja per�sei sthn epìmenh f�sh kaj¸c h tuqaÐa
epilog  eÐnai to yeudoqr¸ma twn dÔo kìmbwn kai ìqi to dikì tou.
Autìc o toul�qiston ènac kìmboc pou pern� sthn epìmenh f�sh ja èqei qr¸ma
megalÔtero apì touc dÔo kìmbouc kai sunep¸c den ja mporoÔn na blèpoun o ènac
ton �llo, �topo kai �ra k�je kìmboc paÐrnei qr¸ma to opoÐo den blèpei se kamÐa
kateÔjunsh.

JumÐzoume oti o UniMax Greedy algìrijmoc dÐnei to mikrìtero qr¸ma to opoÐo
den blèpei o kìmboc se kamÐa kateÔjunsh.
Upojètoume thn akoloujÐa eisìdou 0121343. Aut  ìpwc eÐdame sto par�deigma
tou UniMax Greedy algorÐjmou p�Ðrnei telikì qrwmatismì 1321421. An ston pi-
janotikì algìrijmì mac h tuqaÐa epilog  yeudoqr¸matoc eÐnai to a tìte ìpwc ja
doÔme parak�tw o qrwmatismìc eÐnai akrib¸c o Ðdioc kai m�lista se k�je eisagwg 
kìmbou.
H akoloujÐa 0121343 antistoiqeÐ sthn 1 4 2 7 5 6 3 kai o qrwmatismìc pou prokÔ-
ptei faÐnetai apì k�tw.
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Par�deigma 5.5.3.

Arijmìc f�shc 1 4 2 7 5 6 3
1 a c b a c b a a
2 b a b a a
3 a b a
4 a a

Telikìc qrwmatismìc 1 3 2 1 4 2 1

To parap�nw apotèlesma den eÐnai tuqaÐo. Me thn akìloujh prìtash m�lista
èqoume.

Prìtash 5.5.3. An metatrèyoume ton tuqaÐo algìrijmì mac se nteterministikì
ètsi ¸ste to yeudoqr¸ma thc k�jec f�shc na mhn eÐnai tuqaÐo all� p�nta to a,
tìte oi dÔo algìrijmoi dÐnoun akrib¸c tic Ðdiec exìdouc.

Apìdeixh. Apì thn prohgoÔmenh prìtash èqoume oti o algìrijmoc ja dÐnei se
k�je nèo kìmbo qr¸ma pou den blèpei se �llo kìmbo. Mènei na apodeÐxoume oti me
th metatrop  pou tou k�name dÐnei to mikrìtero tètoio qr¸ma.
'Estw loipìn oti o nèoc kìmboc p re èna qr¸ma to opoÐo den blèpei all� autì den
 tan to mikrìtero tètoio. Autì shmaÐnei oti up�rqei èna mikrìtero qr¸ma to opoÐo
den blèpei se kanèna kìmbo. Ac upojèsoume oti autì to qr¸ma eÐnai to i, to opoÐo
dinetai sthn i f�sh. O nèoc kìmboc p re megalÔtero qr¸ma apì to i k�ti pou
shmaÐnei oti pèrase apì thn i f�sh kai m�lista p re yeudoqr¸ma di�foro tou a.

• An upojèsoume oti sthn i f�sh eÐqe dÔo geÐtonec, kai apì dexi� kai apì ta
arister� tìte

Isqurismìc. 'Enac apì touc dÔo geÐtonec p re to yeudoqr¸ma a se aut  th
f�sh.

ToÔto giatÐ an kai oi dÔo eÐqan p�rei yeudoqr¸ma di�foro tou a tìte o kìm-
boc mac ja mporoÔse mpaÐnontac an�mesa touc na p�rei to yeudoqr¸ma a
pou eÐnai to mikrìtero apì ta tria q¸ric na qal�ei h idiìthta mh Ôparxhc
geitìnwn me to Ðdio yeudoqr¸ma.
PaÐrnontac loipìn o ènac apì touc dÔo geÐtonec, ac ton poÔme v, to yeudo-
qr¸ma a se aut  th f�sh, epilègetai kai qrwmatÐzetai me to qr¸ma i. Sthn
i f�sh ìmwc o v eÐnai geÐtonac me ton neo kìmbo k�ti pou shmaÐnei pwc ìloi
oi kìmboi pou up�rqoun sn�mes� touc èqoun qrwmatisteÐ se prohgoÔmenec
f�seic kai �ra èqoun p�rei mikrìtero qr¸ma. 'Etsi o nèoc kìmboc ja blèpei
to qr¸ma i ston kìmbo v, gegonìc pou odhgeÐ se �topo.

• An upojèsoume ìti èqei ènan geÐtona tìte

Isqurismìc. Autìc o geÐtonac èqei p�rei to yeudoqrwma a sthn i f�sh

EÐnai pr�gmati ètsi kaj¸c an eÐqe k�poio apì ta �lla yeudoqr¸mata tìte
p�li o nèoc kìmboc ja mporoÔse na p�rei to yeudoqr¸ma a pou eÐnai to
mikrìtero apì ta tria q¸ric na qal�ei h idiìthta mh Ôparxhc geitìnwn me to
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Ðdio yeudoqr¸ma
Ma tìte o geÐtonac, èstw kai p�li v, ja qrwmatizìtan sthn i f�sh kai �ra
o nèoc kìmboc ìmoia me prin ja èblepe to qr¸ma i ston kìmbo v. 'Ara p�li
katal goume se �topo.

'Eqontac katal xei kai stic dÔo peript¸seic se �topo eÐmaste bèbaioi pwc o tropo-
poihmènoc algìrijmoc dÐnei se k�je nèo kìmbo to mikrìtero qr¸ma pou den blèpei
se kamÐa kateÔjunsh.

JumÐzoume oti up�rqei akoloujÐa pou k�nei ton UniMax Greedy algìrijmo na
qrhsimopoieÐ Ω(

√
n) qr¸mata. H parap�nw prìtash mac lèei pwc kai o pijanotikìc

algìrijmìc mac sthn qeirìterh perÐptwsh mporeÐ na qreiasteÐ toul�qiston Ω(
√

n)
qr¸mata.

Parathr seic

1. Mia pr¸th parat rhsh pou mporoÔme na k�noume eÐnai pwc me autì ton pi-
janotÐko algìrijmo, se antÐjesh me touc nteterministikoÔc pou exet�same
prwtÔtera, èqoume katafèrei na plhsi�soume polÔ sto k�tw ìrio qr shc
qrwm�twn pou isqÔei stic dunamikèc peript¸seic

2. An jumhjoÔme to poiotikì �lma pou k�name, ìson afor� th qr sh qrwm�twn,
ìtan per�same apì ton fully Greedy algìrijmo ston UniMax Greedy kai pwc
to epitÔqame, mporoÔme na doÔme kai sto pèrasma apì ton UniMax Greedy
algìrijmo sto pijanotikì pou mìlic exet�same pou ofeÐletai h diafor�. O
pijanotikìc algìrijmoc dÐnontac se k�je nèo kìmbo qr¸ma pou den blepei
all� ìqi aparaÐthta to mikrìtero eÐnai san na apaiteÐ toul�qiston thn unimax
cf idiìthta   kai k�ti pio isqurì k�ti pou af nei akìmh megalÔtera perij¸ria
gia to qrwmatismì twn epìmenwn kìmbwn se sqèsh me aut� pou �fhne o
UniMax Greedy algìrijmoc.
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Kef�laio 6

EpÐlogoc

Sthn paroÔsa diplwmatik  melet same èna mìno kladÐ tou probl matoc twn con-
flict free qrwmatism¸n. Up�rqoun ìmwc poll� �lla akìmh pou melet jhkan, me-
let¸ntai kai ja melethjoÔn.

Genik� to jewrhtikì prìblhma twn conflict free qrwmatism¸n (kai se upergr�-
fouc all� kai se genikoÔc gr�fouc) èqei kin sei to endiafèron poll¸n ereunht¸n
par� to gegonìc oti Ðswc to praktikì kÐnhtro den kai tìso meg�lo kai to oti to
jewrhtikì prìblhma den brÐskei eurÔterec efarmogèc. To prìblhma eis qjei polÔ
prìsfata (to 2002− 2003) apì touc Even, Lotker, Ron kai Smorodinsky. Ton te-
leutaÐo kairì èqoun gÐnei arketèc (ewc pollèc) dhmosieÔseic pou aforoÔn se autì
kai an k�poioc endiafèretai axÐzei na melet sei ìsec apì autèc mporeÐ.

Sth sunèqeia ja k�noume mia episkìphsh ìswn eÐdame sthn ergasÐa kai ja
sugkentr¸soume ta apotelèsmata gia na doÔme telik� pou up�rqoun perij¸ria
èreunac sto upoprìblhma pou melet same kai ti qrei�zetai akìmh gia na lujeÐ
pl rwc h kateÔjunsh tou probl matoc sthn opoÐa epikentrwj kame.

6.1 Sugkentrwtik� apotelèsmata
Mèqri t¸ra den anafèrame skìpima k�ti shmantikì. ProtoÔ epinnohjeÐ h ier�rqhsh
tn peript¸sewn melet¸ntan to genikì statikì prìblhma kai to online se gr�fouc
alusÐdec me thn morf  tou online me sqetikèc jèseic probl matoc. Stouc gr�fouc-
alusÐdec, kat� to pèrasma apì thn statik  perÐptwsh sthn online, sunèbaine èna
logarijmikì �lma sta ìria qr shc twn algorÐjmwn epÐlushc aut¸n twn problhm�-
twn. H ìlh prohgoÔmenh an�lush kai h ier�rqhsh tou probl matoc ègine kurÐwc
gia na diapistwjeÐ pou sumbaÐnei autì to �lma. Telik� ac doÔme ti epiteÔqjei.

An p�roume thn ierarqÐa kai sugkentr¸soume ìsa eÐdame se aut n thn ergasÐa
ja p�roume thn eikìna tou pÐnaka.

Ac doÔme ti sumper�smata mporoÔme na bg�loume apì autìn to pÐnaka (èqontac
sto mualì mac ìlh thn ergasÐa fusik�!).

80



Kl�sh thc ierarqÐac Katw ìrio 'Anw ìrio
Statik  perÐptwsh 1 + blog nc 1 + blog nc
Dunamik  gnwstwn jèsewn 1 + 2 log3 n 1 + blog 3

2
nc

Online apolÔtwn jèsewn 1 + 2 log3 n 2blog(n + 1)c
Online me sqetikèc jèseic 1 + 2 log3 n O(log2 n) (O(log 3

2
n) pijanotik�)

PÐnakac 6.1: Qr sh qrwm�twn gia tic kl�seic thc ierarqÐac

6.2 Anoiqt� probl mata
Ja mil soume kurÐwc (sqedìn mìno!) gia to komm�ti tou probl matoc pou melet -
same emeÐc.

1. H statik  perÐptwsh eÐnai epilumènh pl rwc kai sunep¸c den èqoume na pro-
teÐnoume k�ti proc èreuna ep�nw se aut . Autì pou mporoÔme na shmei¸sou-
me ed¸ eÐnai oti o kalìc thc qrwmatismìc mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ kai se
genikìterouc gr�fouc, eÐte autoÔsioc eÐte kai san idèa monadikoÔ qr¸matoc
sè k�poio kentrikì shmeÐo tou gr�fou. Statikìc qrwmatismìc genikìterwn
gr�fwn faÐnetai na eÐnai proklhtikì komm�ti tou probl matoc kai anamènon-
tai exelÐxeic ep�nw se autì.

2. H dunamik  gnwst¸n jèsewn perÐptwsh, eÐdame oti den eÐnai pl rwc epilu-
mènh. EÐnai ìmwc epilumènh me kal  qr sh qrwm�twn. H t�xh megèjouc
eÐnai Ðdia kai h qr sh qrwm�twn kumaÐnetai perÐpou sta 1.36 thc aparaÐth-
thc, apì to k�tw ìrio, qr shc qrwm�twn, stajerì par�gonta makri� apì to
k�tw ìrio. H anaz thsh kalÔterwn algorÐjmwn den faÐnetai na parousi�zei
meg�lo endiafèron, par' oti ja mporoÔse na gÐnei.

3. H online apolÔtwn jèsewn perÐptwsh, epÐshc den eÐnai pl rwc epilumènh ìmwc
eÐnai epÐshc epilumènh me kal  qr sh qrwm�twn. H t�xh megèjouc eÐnai Ðdia
kai h qr sh qrwm�twn kumaÐnetai perÐpou sta 1.59 thc aparaÐththc, apì to
k�tw ìrio, qr shc qrwm�twn (èna stajerì par�gonta makri� apì to k�tw
ìrio). SÐgoura mporoÔn na anazhthjoÔn ki ed¸ kalÔteroi algìrijmoi all�
meg�lo endiafèron èqei h epìmenh perÐptwsh

4. H online apolÔtwn jèsewn perÐptwsh èqei poll� perij¸ria èreunac kai axio-
shmeÐwtec apost�seic an�mesa sta ìria tou probl matoc kai tou kalÔte-
rou gnwstoÔ algorÐjmou. Me ton pijanotikì algìrijmo ft�same (me ton
anamenìmeno arijmì qr shc) sthn Ðdia t�xh megèjouc me to k�tw ìrio tou
probl matoc. EÐnai ìmwc pijanotikìc kai autì den mac ikanopoieÐ.. O kalÔ-
teroc gnwstìc nteterministikìc algìrijmoc eÐnai ènan olìklhro logarijmikì
par�gonta makri� apì to mèqri t¸ra megalÔtero gnwstì k�tw ìrio tou pro-
bl matoc. 'Opwc eÐpame h ìlh diadikasÐa thc ier�rqhshc twn peript¸sewn
ègine kat� kÔrio lìgo gia na doÔme pou akrib¸c gÐnetai to logarijmikì �l-
ma pou parathreÐtai. Epeid  ìla deÐqnoun oti gÐnetai metaxÔ twn dÔo online

81



peript¸sewn mènoume me thn elpÐda ìti k�poioc ja tic melet sei ja tic afo-
moi¸sei kai mèqri thn epìmenh an�gnwsh thc paroÔsac diplwmatik c apì
k�poio anagn¸sth, to logarijmikì autì �lma den ja up�rqei.
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